Analisi Matematica I
Preliminari

Esercizio 1. Determinare estremo superiore e inferiore dei seguenti insiemi
(1) {x € R:2* — 10z + 16 < 0}
2 {r<-2:22~2-6>0}
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(10) {2* =52 +6:2 € [0,4]}

(11) {|z — 1| +2|z| : = € [-4,2]}
(12) {2* =5z +6: 2° — 5x +4 < 0}
(13) {2> =Bz +4:V2x +4>x—2}
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v (2) = (2) }
2% — 3 : logs(4|z] — 2%) < 1}

T+ 2

$6R0<10g10<x—_'_1> <1}

2% 1 logy (z + 5) + logy; (x — 2) < logy, (3z — 1)}

r € R:2logy7(x + 1) —logy7(z — 1) > log, ,(3x — 1)}
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z € R :log(, (2 — 4z +5) > 1}
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—,97] : cos(2x) + 2sin®z + cos®z — 2cosx — 1 = 0}
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—27,7r] 1 1+ cos® x — sinw = O}
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—2m, 57 : cos(2z)(cos’ & — sinz — 2) = 0}
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—3m, 47| cosx +sinx = \/5}
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—47r,400) : cosx + V3sinz = 0}

8
m

w7 |cosx — 1| < cos:z}
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(43) <x € [-27,67] :sinz + 3cos’x +sinw — 2 > 0}

(44) <z € [-m,57] : 2cos’ z — sin(2z) = V2 + 1}

(45) <z € [~3m,4n] : V3cosz 4 3sinz > O}

—~ = N

(46) 3z € [—4m,4n): (2 —V/3) cosz + sinx > 1}

Esercizio 2. Determinare il dominio di definizione delle seguenti funzioni

(1) f(x) =vVa?2+5x+4
(2) f(z)=va?—-2x+1

(@) f(o) = |yt

(5) f(x) = V& —2Jz[+2

(6) f(z) = \/\/2x+4—x—|—2

(7) flz) =v40 —27

(8) f(x) = \/\/gcoszz + 3sinx

9) f(z) = \/cosx +V3sinz + 1
(10) f(x) = logs(4x —1)

(11) f(z) = logy(z* - 2)

(12) f(z) = v/logs(z* —2)

(13) f(z) = logs(Va* —2)

(14) f(z) = logs(|z + 3| — 2)

(15) f(z) = logs(a* — 2|z| — 3)

(16) f(z) = logs <\/:L’2 “1a— 3)
(17) f(z) = logs (5 N 1))
(18) f(z) = logs (396 _ 2%)



(24) f(x) = aurctg(z2 — 4>

(25) f(x) = arcsin(x® — 5z + 5)

(26) f(x) = arcsin (2* + |z + 1])

(27) f(x) = arccos (|22* — 162 + 31|)
(28) f(z) = arcsin (3‘:” 1‘)

(29) f(z) = arcsin (log; (4|z| — 2?))
(30) f(z) = arcsin (loglo (i :t i))

Esercizio 3. Calcolare i seguenti numeri complessi
(1+2i)> — (1 —4)3
(34 2i)3 — (2 +1)?




V3 +i

Esercizio 4. Determinare tutte le soluzioni delle seguenti equazioni
(1) 22+42+5=0

(2) 22 +2i2+3=0

(3) 2 —224+1—-i=0

(4) 22 =22 —iV3=0

(5) 22 +22V3+i)z2+T7=0
6) 2> +1=0

(7) 22 +224+24+1=0

(8) 2* —422+8=0

(9) 2* =222 —2=0

1) (F7) -

(11) 2 =1=0

(12) (z+1)° = (2—-1)°=0
(13)

(14)
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Esercizio 5. Utilizzare il principio di induzione per dimostrare le seguenti affermazioni
1 Zzzlk51+2+...+n:%n(n+1) Vn € N

2) Sl =142+ +n*=¢tn(n+1)2n+1), VneN

3) S kP =1+2+ .. +n*=1n’(n+1)? VneN

n+1_1

Y 30" =1+q+@F+.. +q" =t 1 V¢#1lneN

(1)
(2)
(3)
(4)
(5) " (8k—5) =n(dn —1), VneN
(6)
(7)
(8)

6) Yr (2n+2k—1)=3n2, VneN
7
8

n!>2""1 neN,n>2
n!'>2-3"2neN,n>2



Analisi Matematica I
Preliminari (svolgimenti)
Svolgimento esercizio 1
(1) Indichiamo con A linsieme proposto. Poiché 22 — 10x + 16 < 0 <= 2 < z < 8, si ha
infA=minA =2, supA =maxA=38.
(2) Indichiamo con A insieme proposto. Poiché 22 —x —6 > 0 <= =z € (—oo,—2] U [3, +0), si
ha A = (=00, —2), per cui inf A = —o0, sup A = —2.

2—3x+2>0

(3) Indichiamo con A l'insieme proposto. Poiché 1 < z*—3z+3 < I «— ! ve=
2> =3z +2<0

1ve >2
x<x_ < ze[3,1U[2,5],sihainf A=minA=1 supA=maxA=23

[T
IN N
[\ol[é]

(4) Indichiamo con A l'insieme proposto. Poiché —2? +4 >0 <« x € [-2,2],e22> -2z —1 >
0 < 1z € (—00,—3]U[l,+00), si ha A = [-2,—3) U (1,2], per cui infA = minA = -2,
sup A =max A = 2.

(5) Indichiamo con A linsieme proposto. Poiché —2? —2+2 >0 <= z € [-2,1],e2®> -9 >
0 < 1z € (—00,-3]U[3,4+00), si ha A = (—o00,—3) U [-2,1] U (3,+00), per cui inf A = —oc0,
sup A = 4o00.

(6) Indichiamo con A 'insieme proposto. Intanto

22 —1>0 r<-—-1Vz>1
322 —-1)<b—x <= (5—-2>0 = (<5 — x € (-7,—1JU[1,2).
322 —3 < (5 —x)? 22+ 5r—14 <0

Quindi, si ha inf A = -7, sup A = 2.

(7) Indichiamo con A 'insieme proposto. Intanto

r—2<0 r—22>0
V2zr+4>10—2 <— -
{2x+420 \/ {2x+4>(:p—2)2
x> 2
— v €[22 - <— x €|—2,6).
[ )v{x2—6x<0 [ )

Quindi, si ha inf A = min A = —2, sup A = 6.

(8) Indichiamo con A l'insieme proposto. Intanto

3<0 3>0
Vi —1>z24+3 < {x+ \/ {x+ =

2—-1>0 2?2 —1> (v + 3)?
x> —3 )
< z € (—00,—3 - <:>x6<—oo,——>.
( )\/{3x+5<0 3

Quindi, si ha inf A = —o0, supA = —

wlot



(9) Indichiamo con A l'insieme proposto. Intanto

x>0
3r—1 x> 2
Vhr —2 -z < = {5 —2>0 = —5
VT z(br —2) >4r —1
z(br —2)—zr <3z —1
x> 2
=9 x> 2 2
— {4 —1>0 = 5 <:>xe[—,+oo>.
11224+ 102 -1 >0 5

z(br —2) < (4z — 1)?

Quindi, si ha inf A =min A = %, sup A = +o0.

(10) Indichiamo con A l'insieme proposto, e osserviamo che esso consiste nelle ordinate della funzione
f(z) = 2* — bz + 6, corrispondenti alle ascisse z € [0,4]. Dal grafico della funzione f si deduce che
A =[—1,6], per cui inf A =min A = f(2) = 1, sup A = max A = f(0) = 6.

(11) Indichiamo con A 'insieme proposto, e osserviamo che esso consiste nelle ordinate della funzione
f(z) = |x — 1| + 2|z|, corrispondenti alle ascisse x € [—4,2]. Dal grafico della funzione f si deduce
che A =[1,13], per cui inf A =min A = f(0) =1, supA = max A = f(—4) = 13.

(12) Indichiamo con A I'insieme proposto, e osserviamo che esso consiste nelle ordinate della funzione
f(x) = 2% — 5x + 6, corrispondenti alle ascisse x che soddisfano la condizione 2% — 5x + 4 < 0, cio¢
z € (1,4). Dal grafico della funzione f si deduce che A = [1,2), per cui inf A = min A = f(2) = —1,
sup A = 2.

(13) Indichiamo con A l'insieme proposto, e osserviamo che esso consiste nelle ordinate della funzione
f(x) = z* — 5z + 4, corrispondenti alle ascisse = che soddisfano la condizione v/2z +4 > z — 2,
cioe € [—2,6) (vedi lo svolgimento dell’esercizio 7). Dal grafico della funzione f si deduce che
A=[-3,18], per cui inf A=min A = f(5) = -5, sup A = max A = f(-2) = 18.

(14) Indichiamo con A I'insieme proposto, e osserviamo che esso consiste nelle ordinate della funzione
. . . . e 2 — RN
flx) = %, corrispondenti alle ascisse x che soddisfano la condizione xlijQ <0, cioe x € (=3, —-2]U

[1,3). Dal grafico della funzione f si deduce che A = [—3,—3) U (3,1], per cui inf A = min A =
f(=2) = —%, supA =max A = f(1) = 1.

(15) Indichiamo con A linsieme proposto. Intanto, essendo z — logs z (strettamente) crescente, si

ha 3% > 2% < 1z > log, 2—17 = —3. Quindi, si ha inf A = =3, sup A = +o0.

(16) Indichiamo con A l'insieme proposto, e osserviamo che esso consiste nelle ordinate della funzione
f(z) = 4%, corrispondenti alle ascisse = che soddisfano la condizione 2* < 40. Intanto, essendo
z — log, z (strettamente) crescente, si ha 2% < 40 <= x < log, 40, cioe¢ dom f = (—o0, log, 40).
Inoltre, essendo z — 4% (strettamente) crescente, si ha x < log, 40 <= 4% < 4108240 — 92log 40 —
402. Quindi, essendo A = im f = (—o00,40?%), si ha inf A = —o0, sup A = 40% = 1600.

(17) Indichiamo con A l'insieme proposto, e osserviamo che esso consiste nelle ordinate della funzione
f(x) = z* — 1, corrispondenti alle ascisse x che soddisfano la condizione (i)"”%r2 < 15. Poiché z —
log,/, z & (strettamente) decrescente, si ha (L2 <15 = 22 +2> log,/, 15 = —log, 15 <=
2?2 > —2 —log, 15 < 0, cioe dom f = R. Quindi, essendo A = im f = [~1,+00), si ha inf A =
min A = —1, sup A = +o0.




(18) Indichiamo con A l'insieme proposto. Poiché z — log, z ¢ (strettamente) crescente, si ha

2l < 9% e |z -1 <1
-1<0 -1>0
Xz \/ X =~
—(r—-1)<x r—1<uz

r<l1 rz>1
— oV
T> 5 x qualunque
1

— T > .
2

Quindi, si ha inf A = %, sup A = 4o00.

(19) Indichiamo con A l'insieme proposto. Poiché z +— logsz ¢ (strettamente) crescente, si ha
3=l >1 <= |z -1 >0 <= 2 # 1. Quindi, essendo A = (0,1) U (1, +0c0), si ha inf A = 0,
sup A = +o00.

(20) Indichiamo con A linsieme proposto. Poiché z > log; 5 2 ¢ (strettamente) decrescente, si ha
(32> (%)9“2 — 1-2<2? & 2?2—2+2>0,epoiché 2’ — 242 =0 = =224 R
si ha 22 — 2 +2 > 0 per ogni z € R. Quindi la disequazione proposta ha soluzione per ogni = € R.
Quindi, essendo A =[—1,3), si hainf A=min A = —1, supA = 3.

(21) Indichiamo con A l'insieme proposto. Si ha

27 _ 1 z =27
>2" = (2-1
22 — 3 > z
z—3
Poiché
z—1 z—1—2(2—3) 22 —4z+1
>z <= >0 ¢«— —— <0
z—3 z—3 z—3
e —4dz4+1=0 <<= 2=2+/4—-1=24++/3,siha

—1
z ;> s = z<2—\/§\/3<z<2+\/§.

Z —
Poiché z — log, z & (strettamente) crescente, si ha

2% —1
2% —3

> 27 = 2x<2—\/§\/3<21<2+\/§

— 1z <log,(2 —V3) \/ log, 3 < = < log,(2 + V/3).

Quindi, essendo A = ( — 00,logy(2 — v/3)) U (log, 3,log,(2 + v/3)), si ha inf A = —o0, sup A =
log,(2 + V/3).



(22) Indichiamo con A 'insieme proposto, e osserviamo che esso consiste nelle ordinate della funzione
f(z) = x+4, corrispondenti alle ascisse x che soddisfano la condizione (%)3””2 > (3)*. Poiché z —

log, 5 z & (strettamente) decrescente, si ha (1) > (D)% = 3+22 <4 <= 2242 +3 <0,
1
epoiché 2?2 — 40 +3 =0 < v=2+/4-3 = {3 ,sihaa? -4 +3<0 < 1<2<3.

Quindi la disequazione proposta ha soluzione <= 1 <z < 3. Quindi, essendo A =im f = [5,7],
sihainfA=minA =5, supA=maxA="1.

(23) Indichiamo con A 'insieme proposto, e osserviamo che esso consiste nelle ordinate della funzione
f(x) = x? — 3, corrispondenti alle ascisse = che soddisfano la condizione (%)3”2 > (3)**. Poiché
z +— logs z & (strettamente) crescente, si ha

logs(4]z| — 2?) <1 <= 0 < 4|z| —2° <5

z = x| 2= x|
= 22 —42<0 = 0<z<4
22 —42+5>0 z qualunque

< z € (—4,0)U(0,4).
Quindi, essendo A =1im f = (—3,13], si ha inf A = —3, sup A = max A = 13.

(24) Indichiamo con A l'insieme proposto. Poiché z — 107 ¢ (strettamente) crescente, si ha

) T+ 2 2 1 >0
0<logy—— <1 <<= 1< <10 < ¢ =t!
x+1 x+1 i—ﬁ—10<0
— >0 r+1>0
— (7 =
=8 < ) ~92 —8<0

— > i
T —.
9

Quindi, essendo A = (—2,400), si ha inf A = =2, sup A = 4o0.

(25) Indichiamo con A l'insieme proposto, e osserviamo che esso consiste nelle ordinate della funzione
f(x) = 2%, corrispondenti alle ascisse x che soddisfano la condizione log,;(x + 5) + log,; (z — 2) <
log,,(3z — 1). Poiché z — 117 & (strettamente) crescente, si ha

r+5>0

r—2>0

3r—1>0
(x+5)(r—2)<3x—1

logy; (2 +5) + logy; (z — 2) < log;;(3x — 1) <

x> 2 x> 2
<
2 4+5r—2r—10—-3x+1<0 2 —9<0
— 2< <3

Quindi, essendo A =1im f = (4,8), si ha inf A =4, sup A = 8.

4



(26) Indichiamo con A l'insieme proposto. Poiché z — (0,7)* & (strettamente) decrescente, si ha

rz+1>0

r—1>0

3r—1>0
(z+1)?<@Bx—1)(z—1)

2logg 7(x + 1) —logy (z — 1) > logy ;(3x — 1) <=

x> 1 r>1
<
2 4+2r4+1-324+2x+3x—-1<0 —22%2 +6x <0

x> 1
< <— x> 3.
{:c<0\/3:>3

Quindi, essendo A = (3,4+00), si ha inf A = 3, sup A = +o0.
(27) Indichiamo con A l'insieme proposto. Poiché z — 107 ¢ (strettamente) crescente, si ha
2 +1 ] 2z +1 —8x — 29

29
1 — 1 —_— <———>.
Og10x+3> <:>x+3>0<:> 713 >0 < x¢€ g 3

Quindi, si ha inf A = —%, sup A = —3.

(28) Indichiamo con A l'insieme proposto. Poiché z — 107 & (strettamente) crescente, si ha

20 4+1>0
log,o(22 + 1) —log,o(z +3) <1 <= (T +3>0
2r+ 1
<10
T+ 3
_1
T > 3 .
< < ZL‘>—§
—8x — 29 —8r—29<0
B
r+3 =
< > 1
T > ——.
2

Quindi, si ha inf A = —%, sup A = 4o0.

(29) Indichiamo con A linsieme proposto. Osserviamo dapprima che il dominio naturale della

2?2 —4rx+5>0

funzione x — log, (2% — 4z +5) &
B ) {x+1>0

<= 1 > —1, e quindi, per ogni x > —1,

si ha

1 ! D
log(x+1)(:p2—4x+5)>1 = 08y (@ z+5)

>1
logy(x + 1)
2 —4r+5
log,(2” — 4z +5) — logy (2 + 1) o8 =1
0 <— >0
log,(z + 1) log,(z + 1)



24 5 24 5 25 4

Oralogngo <= w21 <= wzo <— —-1l<zx<1 \/:UZ
r+1 r+1 r+1

4, elogy(x+1)>0 <= z+1>1 < x>0, per cui

log(,ipy(2® =4z +5)>1 <= O<a<1\/ z>4

Quindi, si ha inf A =0, sup A = +o0.
(30) Indichiamo con A l'insieme proposto. Ricordando che sinz = sin(m — ), si ha sinx = ? =
)i t2knkeZ
B {%{mim,k cZ.
sup A = max A = B¢,

Quindi, A = {7, %’r, %TW’ 1}T’T, 1?7“, 19”} per cui si ha inf A = min A4 = 7,

(31) Indichiamo con A P'insieme proposto. Ricordando che cosz = cos(—z), si ha cosz = £ <=
r=+%+2knm, k € Z. Quindi, A = {—%, e %”, %”, UT’T, 137”, 17”} per cui si ha inf A =min A = —%,

sup A =max A = 17”

(32) Indichiamo con A l'insieme proposto. Si ha tgz = V3 <= =z = I+ km,k € Z. Quindi,

_ [z 4r 10r 137 16r 10r i hainf A — min A — T 191
A—{g, et e },percms1hauan—mmA—3 sup A = maXA

(33) Indichiamo con A l'insieme proposto. Si ha

sinx 4+ 3cos’x+sinz —2=0 < —2sin’z+sinz+1=0
z=-sinzx
z =sinx .
— . — _ 1:V/IF8 ) T3
{222—2—1—0 z—T—{12
T 7 T
= x:—g+2k7r \/ ZL‘:E+2]€TF \/ x:§+2k7r, ke Z.

Quindi,A:{—%,g,%,%,%,wf,%”} per cui si hainf A =min A= —% supA = max A = 23“.

(34) Indichiamo con A l'insieme proposto. Si ha

cos 2z + 2sinx +cos’z — 2coszr —1=0
— 2co8?r—14+2—2cos’x +cos®>z —2cosz —1=0

3 Z = CoSZ
<= cos’xr —2cosx =0 <—
23 —22=0
2 =COoST T
— — rv=—-+km keZ.
{z:ovZ:i¢§ 2

Quindi, A = (-5, 7, 37”, 57”, 77”, 97”, HT“, 137“, 157”, 17”} per cui si ha inf A = min A4 = —% supA =
max A =



(35) Indichiamo con A l'insieme proposto. Si ha

1+ cos’c —sing =0 < 2—sin?z —sinz =0

z =sinx
z=sinx 5
224+2-2=0 2271151%:{1
T
— x:§+2k:7r, keZ.
Quindi, A = {—37”, 5 57”, 97”, 137”}, per cui si ha inf A =min A = —37”, supA =max A = 137”
(36) Indichiamo con A l'insieme proposto. Si ha
cos(2z)(cos’z —sinz — 2) =0 <= cos(2z) =0 \/ —sin’z —sinz —1 =0
m z =sinx s m z =sinx
— 2x=_—+km, kel = v=—+k-, kel
. 2jL ™ \/{22+z+1:() ! 4+ 2’ v{zz_liﬁ/mﬁ]&
e quindi 'equazione proposta ha solo le soluzioni x = 7 + k5, k € Z. Quindi, A = {@ t k€

Z,k =—=3,...,9}, per cui si ha inf A = min A = —%r, sup A =max A = I?T’T.

(37) Indichiamo con A l'insieme proposto. Si ha

2 2
cosx+sinx:\/§ <— gcosx+§smx:1

— sin(er%):l — x+gzg+2kw, keZ

— x:%+2k:7r, kelZ.

9

Quindi, A = {—%, T %T’T}, per cui si ha inf A =min A = —%r, sup A = max A = 7.

(38) Indichiamo con A l'insieme proposto. Si ha

1 3
cosT +V3sing =0 <— §cosx+§sinx:()
= sin(er%) =0 < x+%:k7r, keZ

— x:—%+k7r, k € Z.

Quindi, A = {@ kel k> —3}, per cui si ha inf A =min A = —197”, sup A = 4o0.

(39) Indichiamo con A l'insieme proposto. Si ha [cosx — 1| < cosx <= 1 —cosz < cosx <

cosx > — —% <z < 3, mod2r. Quindi, A = (— %,%), per cui si ha infA = —%,

sup A =

ST



(40) Indichiamo con A l'insieme proposto. Si ha

3 1 1 1
\/gsinx+cosx+120 = %sinx—l—écost—é = sin<x+g> 2—5
7
@)—%Sx+%§%, mod27r<:>—g§x§7r, mod 27.

Quindi, A = [— %,ﬂ'], per cui si ha inf A =minA = —%, supA = max A = 7.

(41) Indichiamo con A l'insieme proposto. Si ha cosx +sin2z > 0 <= cosz(1 + 2sinz) > 0.
Oracosz > 0 <— —5 <z <7, mod?2me

14+ 2sinr >0 <— sian—% <= —%Sxﬁ%, mod 27.

Quindi cosz +sin2z >0 <= —I <z <2\ ZE <z <3 mod2m.
. . 7 3 . . . 7 3

Quindi, A = (%’ 7”), per cui si ha inf A = &, sup A = =F.

(42) Indichiamo con A l'insieme proposto. Si ha

. .9 z=sinx (a) z =sinx
2—sinz —sin“z >0 < —
2+2-2<0 —2<z<1
= x%g mod 2,
TR —2
dove in (a) si & usato il risultato 22 +z —2 =0 < z= ==L = .

Inoltre sinzcosx >0 <= sin2zx >0 <= 0<2zr <7m, mod27r <= 0<x <%, modm.
Quindi

2 —sinz —sin’z

T
- >0 << 0<zr<—=, modm.
coszsinx 2

Quindi, A = ( -, —g) U (0, g), per cui si ha inf A = -7, sup A = 7.

(43) Indichiamo con A l'insieme proposto. Si ha

sinz +3cos?z +sine —2>0 < sin?x+3—3sin’z+sinz—2>0
— —2sinx+4sinz+1>0 < 2sin?z—sinz—1<0

z=sinx (a) z=sinx
<~ 9 <~ 1
222 —2-1<0 —53<2<1

s T
— —— << —, mod 27,
6 6
_1
dove in (@) si ¢ usato il risultato 222 — z — 1 = 0 < z = =V = . 2 Quindi, A =
[— %,%ﬂ U [HT’T,H)T”] U [Z%’T,g%}, per cui si ha inf A =minA = —%, supA = max A = 31?”.



(44) Indichiamo con A l'insieme proposto. Si ha
2 cos’r — sin 2z = \/5—1— 1l «— 1+ cos2x —sin2x = \/5—1— 1
) 2 2 .
< cos2x — sin 2x = \/§ — 7005230 — TSmQx =1

— cos(2x+§) =1 <~ 2x+§=2k:7r, ke

= x:—nglmr, ke Z.

Quindi, A = {—%, %’T, 1%“, Q?’T’T, 31?“, 3%”}, per cui si ha inf A =minA = —%, supA = max A = 3%”.

(45) Indichiamo con A l'insieme proposto. Si ha

3 1
3sinx+\/§cosx20 <= gsinx—l—écosxzo <= sin<x+%> >0

5%

<:>O§x+%§7r, mod 27 <— —(— <z < mod 2.

T
6 6’
Quindi, A = [— 1%”,—%} U [— %,%ﬂ U [HT”,"T’T], per cui si ha inf A =min A = =37 sup A =

6
max A = 177“.

(46) Indichiamo con A l'insieme proposto. Usando le espressioni di seno e coseno in funzione della
tangente dell’arco-meta (e avendo verificato che z = m mod 27 non ¢ soluzione dell’equazione
assegnata), si ha

2tg L 1—tg®
sinz 4 (2— V) cosz— 120 «= 22 4o g 85 45y
1+tg§ 1+tg 2

— 2tg§+(2—\/g)(l—tg2§)—1—tg2§20

— 3-V3)t?s —2tg s +v/3-1<0

2 2
(@, V3 x T T T
Ll VPt <] = <<l d
3_g2_ 65> mod
s T
<~ - <z<g, mod2m,
3 2
dove in (a) si ¢ usato il risultato (3 —v3)22 =22 +V3 -1 =0 <= 2z = 1+4/1 (;”7\/\/5)(\/5 o _
1£v/1-3v34343—v3 _ 14/7-4V3 _ 14(2—v3) _ glj\/x/gﬁ — %
3-v3 T 3—vB T 3—vB T ) 3=v3
3—vV3
Quindi, A = [ - 8%, -TJu[- %, -] U [3,2] U [T, 2], per cui si ha inf A = min A4 = -4~

olg]

sup A =max A =

0

Svolgimento esercizio 2



1
2

(1) Sihazx edom f < 22 +5x+4>0 < x € (—o00,—4]U[—1,+00).
(2) Sthazedomf < 22 -22+1>0 < z€R.

(3)
(4)

3) Sthazedom f <= 2—-22>0 < z € [-V2,V2].
4) Sihaz €domf <= ;422 >0 < z¢€[-2,-1)U(1,2].
<0 >0
(5) Sihaz € domf <= =z —-2z[+2 >0 <= N V v
3r+22>0 2—x>0

<z <2

wino

x <0 x>0
V = —
T > — r <2

wino

—2<0 —2>0
(6) Si ha x € domf < V2r+4>1—-2 <+ {x - V {x .

20 +4>0 20 +4 > (v —2)?
x> 2
— v €[22 - — z € [—2,6|.
| >\/{lﬂ2_6$SO 2,6
(7) Sihaz €dom f < 40 -2 >0 < =z < log, 40.
(8) Siha 2 € dom f <= 3sinz + 3cosz > 0 <= ?sinx—l—%cosxzo — sin(x—i—%)

0 <— O§x+%§7r, mod 27 <— —%Sxﬁ%’r, mod 2.

v

(9) Sihaz € dom f <= /3sinz+cosz+1>0 < @sinxjtécosxz—% = sin(az—i—%) >

—% <— —%§x+%§%, mod 27 <— —%Sxﬁw, mod 2.

10) Sithazedomf < 42 -1>0 < z > 1.

11) Sithar €dom f <= 22 -2>0 <= z € (—o0,—V2) U (v/2, +0).

12) Sihax € dom f <= logz(22 —2) >0 <= 22 -2>1 = 2 € (—00, —V/3] U[V3, +0).
)

(
(
(
(13) Sthaz edom f <= V22 —2>0 <= 22-2>0 <= € (00, —V2) U (V/2, +00).

3<0 3>0
(14) Sihaz € dom f < |243]-2>0 <~ Tt \V T+o =
—(@+3)-2>0 (x+3)—2>0
< =3 > -3
! V v= = r<-5HVzr>-L1
T < —5 > —1
(15) Sihaz € dom f < 2?-2|z|-3 >0 < 2 =lal — z = |z| —
22—-22—-3>0 2<—=1Vz>3

|z| > 3.

r+3<0 r+3>0
16) Si ha x € domf <= Va?—-1>2+4+3 < -
(16) / {x2—120 v {:p2—1>(x+3)2.
Poiché 22 =1 > (24 3)? < 22 —-1—-22-62—-9>0 < 3r+5<0,sihavVa?+1<

r <=3 x> —3 ;
r+3 = V s = < -3
x < —1oppure z > 1 r < =3

10



22 —-1>0 r<-—-1vz>1
(17) Sithaz € dom f <= /3(22—1)<b—x <= (5—-2>0 —= (x<5h

322 —3 < (5 —x)? 2?2 +52—-14<0
— z € (-7,-1U][L,2).

(18) Si ha x € dom f <= 3% >

27
(19) Si ha z € dom f <= 2* -2l > (0 «— 2l <27 «—= |z-1] <2 <+

-1<0 —-1>0 <1 >1
{x \V {x - <:>{x Y, {x_ = > 1

—(r—-1) <z r—1l<ux > x qualunque

(20) Sihaz € dom f <= |cosz — 1| < cosz <= 1—cosz < cosz <= cosz > 3 <= —3 <
r <%, mod 2T.

(21) Sthazedom f <= 32 # 5 +km,k€Z <= v # §+k%, kel

2:B+2>0 2> 0
(22) Sthaz edom f <= —-1< 5 <1 = ¢ 572~ = v
r+1>0

m+2 ZO

= > -3

<~ r > —1.

(23) Osserviamo che f(z) = arccos (-17),2 # —1. Si ha, per ogni z # —1, che z € dom f <

2> —00,0) U (1
1< 45 <1 < {71 ™ = 7 € (=00,0) U (L, +o00) < 1z € (—00,0)U(2,+00),
v =2>0 x € (—00,1)U (2, +00)
e quindi dom f = (—o0, —1) U (—1,0) U (2, +00).

(24) Sihax € dom f < =z # £2.

2 _5r+6> —00. 21U 3
(25) Sihaz € dom f <= —1<2?-Hr+5 <1 < {x z+620 — {xe( 00, 2] U [3, +-00)

2 —5r+4<0 € [1,4]
€ [1,2]U[3,4].
1<0 1>0
(26) Sihaz € dom f < —1<z*+[z+1| <1 < v V iz
?—(z+1)<1 4+ (r+1)<1
< -1 > -1 > —1
:52 V x; = {"= < z € [-1,0].
—x—2<0 v+ <0 —1<zx<0

(27) Sihaz e domf < —-1<|[222-162+31| <1 < —-1<22>-162+31 <1 <
922? — 162 + 32 > 0 2z — 4) > 0
= < 1z € [3,5].

222 — 162 + 30 < 0 2(22 — 8 + 15) < 0

(28) Sithaz €dom f +—= —-1<3* <] <= [2-1/<0 = z=1.

(29) Si ha € domf <= -1 < logs(4|z| —2?) <1 = 1§ <dfz|-2? <5
z = |z| z = |z|
P —dz4+1<0 = q2-/B2<<24,/2 = ze[-2-/8-2+,/2]U
22— 4z4+5>0 2 qualunque

[2—\/%,2+\/§}.

11



w2 L >
x+2 1 x+2 z+1 10 —
(30) Sihaz € dom f <= —1 <log,, L <1<:>E§m—+1§10<:>{x_12 <o
z+1 -
9z+19 >0 c _ 19 1
D) =5y (=00, =9V (-1, +00) > z € (—o0, —P]U[-5,+00).
>0 z € (—o0,—1) U [-%, +00)

Svolgimento esercizio 3

. (14202 —(1—9)3 _  144i—4-143i+3—i _  —1+6i _ (1-6i)(2+75) _ 44-5;
(1) Siha G203 (2102 — Py —1214% = 653 318 -
(2) Poiché |—1+iv3| =2, Arg(—1+iv/3) = &, si ha (—14iv/3)% = 2(cos(60%F) +isin(60%)) =
2060,

(3) Poiché |2 — 2i| = 2v/2, Arg(2 — 2i) = —Z, si ha (2 — 21)7 = 2'%/2(cos(— ) + isin(—T)) =
210v/2(cos(Z) +isin(Z)).

(4) Poiché |v/3—3i| = 2V/3, Arg(v/3 —3i) = —%,siha (v3—3i)% = 26~33(Cos(—%”)+isin(—%f)) —

206 .33,

(5) Poiché |H03| = 2 = /2, Arg (Lt

isin(4072)) = —220(COS<§) + isin(§)).

(6) Poiché ‘;Z =1, Arg (17) =2 -2 =-F siha (;2)8 = (cos(—%) +isin(—%)) = 1.
|

VB) — 1 pm — Tr g ha (HE8)Y = 920(eos(407T) 4

2 1T
(7) Poiché |1 +i| = |1 —i| = v/2, Arg(1 +z) =T, Arg(l —i)=—7F,siha (1+4)° =2%2(cos & +
isin2) = 29/2(0054 +isinZ), e (1 —1)7 = 27%(cos(—T) + isin(—)) = 272(cos T + isin %),
per cui 51“37 = 2.
m o (140)(3=3i m

(8) Poiché [v2+iv6] = 2v/2, Arg(v2+iV6) = %, s ((\;_ii(l'\/é)g — 27\/§(COSE+ZSIH%) = 32# (cos 2+
cn ) 3V2(1+iv3)

ZSlng) = -

(9) Dalla formula di de Moivre si ha v/i = {cos(Z + kr) + isin(Z + kr) : k = 0,1} = {£(cos T +
isinT)} ={x(3 + )}

(10) Poiché |2 — 22\/§| = 4, Arg(2 — 2iv/3) = =T, dalla formula di de Moivre si ha /2 — 2iy/3 =
{2(cos(—F + km) + isin(—F + km)) : k=0,1} = {j:2(cos— —isinZ)} = {£(V3—1)}.

(11) Dalla formula di de Moivre si ha /i = {cos(% + ZX) +isin(F 4+ %) : k= 0,1,2} = {cos % +
isin %, cos 2 + isin 2, —i}.

(12) Poiché | — 1+ i| = V2, Arg(—1 + i) = %, dalla formula di de Moivre si ha V/—1+i =
{\G/_gg(;os(ﬂ +25)pisin(E4+27)) 1 k= 0,1,2} = {V2(cos T+isin %), v/2( cos L +isin LX), V/2( cos LT+

7 S11 W)

(13) Dalla formula di de Moivre si ha v/—1 = {cos(3 + %) + isin(Z + &) : k = 0,1,2,3} =
{+(cos T +isinZ),£(cos ¥ +isin3r)} = {‘[(il +1)}.

12



(14) Dalla formula di de Moivre si ha v/—i = {cos(2 + ) + isin(3 + &) : k = 0,1,2,3} =
{+(cos 2 +isin3r), £(cos T +isin )}

(15) Dalla formula di de Moivre si ha v/1 = {cos & +isin & : k = 0,1,2,3} = {1, +i}.

(16) Poiché [1—i| = v/2, Arg(1—i) = —Z, dalla formula di de Moivre si ha v/1 — i = {v/2( cos(—Z
L) +isin(—7 + ) k=0,1,2,3} = {i\/_(cos— —zsm—) i\/_(cos— +isin %)},
)

Poiché |v/3+i| = 2, Arg(v/3+i) = &, dalla formula di de Moivre si ha VV3+i= {\/§(COS(§]+
1) 4isin(ES4+22)) 1 k=0,1,2,3,4} = {V2(cos Z+isin &), v2( cos X +isin BT) ¥/2(cos 2+

zsm—)a V2(cos 5 +isin 5 ), V2(cos G +isin 57 }.

(

g

Svolgimento esercizio 4

(1) Sthaz=-2++—-1=-2+1.
(2) Sihaz=—i+—A=—i+2= {._32’
1.

14 Y2 442

(3) Sihaz:l#—\ﬁ:li(cos%—l—isin%):{1_£_Zf

(4) Siha z =1+ 1+4V3. Poiché |1 +iv3| =2, Arg(1+iv3) =%, si ha 2 =1+ v2(cos % +

AU B IRV A
isinf) = LG
2 2

(5) Si ha z = —2v/3 + i+ 21 —iV3. Poiché |1 — iv3| = 2, Arg(l —iv/3) = —Z, si ha z =

—2v/3 =6+ (1 +V2)i

—2v/3+i£2v2(cos T +isin ) = ’

(cos5 ) {—2J§+\f6+(1—\/§)z'.
(6) Siha z=/~1={cos(¥ + &%) +isin(5 +2%): k=0,1,2} = {2(1 £ v3),-1}.
(7) Poiché 22 + 22+ 2+1=(2+1)(2*+1),sihaz= -1V 2z = +i.
(8) Siha 2 —422+8 =0 <= 22 =2+2 < z=12+2i==xV8(cosE+isinf) V z=
V2 —=2i==+V8(cosT —isin ).
(9) Siha 2t =2i2? -2 =0 < 2*=i+]l < z=+i—1=%V2(cos¥Z +isin?) v z =
V1 + :if/_(cos%Jrisin%).

(10) Siha (ZH)' =1 = 2t = YT = {+1,+i} < =0V 2= +L.

(11) Siha z = V1= {cos ZX +isin 2 : k =0,1,2,3,4}.

(12) Siha (2 +1)° = (2 - 1) =0 «— (il)S—l — = = Y1 ={cos % +isin %" : |k =

z—1 1 3
2k

0,1,2,3,4} < 2= {“S*““m Sk =1,2,3,4}.

cos 2ET _14isin 267 2'”
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(13) Siha z = v/=27 = {V3(cos(E+ &) +isin(Z+5)) : £ =0,1,2,3,4,5} < z==+iV3Vz=
+3+i/3
L3LIV3

(14) Poiché \};_’Z = %(cos?—g +isin®7), si ha z = ,8/% = {%ﬂ(cos(g—g + ) +isin(3Z + A1)
k=0,1,2,34,56,7}.

g

Svolgimento esercizio 5

(1) Per n = 1l'uguaglianza ¢ vera. Supponiamo che essa sia vera per un certo n € N, e dimostriamola
vera per n+ 1. Infatti Y5 k=S4  k+(n+1)=2nn+1)+(n+1)=3(n+1)(n+2),chee
I'uguaglianza che dovevamo dimostrare. Per il principio di induzione, I'uguaglianza ¢ vera per ogni
n € N.

(2) Per n = 11'uguaglianza e vera. Supponiamo che essa sia vera per un certo n € N, e dimostriamola
vera per n + 1. Infatti 37 k2 = S0 k> + (n +1)% = tnn+1)2n+1)+ (n+1)* = (n+
1)(2n® + Tn+6) = ¢ (n + 1)(n + 2)(2n + 3), che & l'uguaglianza che dovevamo dimostrare. Per il
principio di induzione, 1'uguaglianza e vera per ogni n € N.

(3) Per n = 11'uguaglianza ¢ vera. Supponiamo che essa sia vera per un certo n € N, e dimostriamola
vera per n+ 1. Infatti Y50 k2 = S0 B2+ (n+1)P° = 1n2(n+ 12+ (n+1)° = L (n+1)2(n2 +4n+
4) = 1 (n+1)*(n+2)?, che & 'uguaglianza che dovevamo dimostrare. Per il principio di induzione,
I'uguaglianza e vera per ogni n € N.

(4) Fissiamo g # 1. Per n = 1 'uguaglianza ¢ vera, in quanto 1+ g = %. Supponiamo che essa
sia vera per un certo n € N, e dimostriamola vera per n + 1. Infatti EZ:é ¢" ="+ =
% +qtl = qnqt#, che e 'uguaglianza che dovevamo dimostrare. Per il principio di induzione,

I'uguaglianza e vera per ogni n € N.

(5) Per n = 11'uguaglianza e vera. Supponiamo che essa sia vera per un certo n € N, e dimostriamola
vera per n + 1. Infatti 377 (8k —5) = S0 (8k —5) + (8n +3) = n(d4n — 1) +8n + 3 =
4n? +7Tn+ 3 = (n+ 1)(4n + 3), che & I'uguaglianza che dovevamo dimostrare. Per il principio di
induzione, 'uguaglianza e vera per ogni n € N.

(6) Per n = 11'uguaglianza e vera. Supponiamo che essa sia vera per un certo n € N, e dimostriamola
vera per n+ 1. Infatti 11 (2n+24+2k—1) = S0 (2n+2k —1+2)+ (4n+3) = 37, (2n+ 2k —
D+Yr 2+ (@An+3)=3n+2(n+1)+4n+ 3 =3n?+ 6n+ 3 = 3(n + 1), che & 'uguaglianza
che dovevamo dimostrare. Per il principio di induzione, 1'uguaglianza e vera per ogni n € N.
Alternativamente, > ) (2n+2k—1)=>"_ 2n—1)+2>}_k=n(2n—1) + n(n + 1) = 3n?,
usando 'esercizio (1).

(7) Per n = 2 la disuguaglianza ¢ vera. Supponiamo che essa sia vera per un certo n € N, n > 2,
e dimostriamola vera per n + 1. Infatti (n +1)! = (n +1)-n! > 2" (n + 1) > 2", che ¢ la
disuguaglianza che dovevamo dimostrare. Per il principio di induzione, la disuguaglianza ¢ vera per
ogni n € N.
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(8) Per n = 2 la disuguaglianza ¢ vera. Supponiamo che essa sia vera per un certo n € N, n > 2,
e dimostriamola vera per n + 1. Infatti (n +1)! = (n+1)-n! >2-3"2(n+1) > 2-3""! che &
la disuguaglianza che dovevamo dimostrare. Per il principio di induzione, la disuguaglianza ¢ vera
per ogni n € N.

O
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Analisi Matematica |
Limiti di successioni

Esercizio 1. Verificare, usando la definizione, i seguenti limiti di successioni
2n + 3
(1) lim 2252 9
n? + 3n
im =
n—oo 77,2 -+ 1
2n+3
im
dyn—3
(4) lim \F _
(5) lim vVn+1—+/n=0

n—oo

(6) lim vn?2+n+1=4o00

n—oo

(2)

(3) —1

2
1
(7) lim 2

:+OO

n—oo

(9) lim v/n —n = —o0

n—oo

1
(8) lim logy, — = —o0
n

Esercizio 2. Calcolare il limite per n — oo delle seguenti successioni

n®+2n? — \/n
(1) n — 2
n°+3n—1
nd+2n?—yns1 2
2) an =" (--=)
n+3n—1 \n n

n?+ 3032 +n+3+1
B 5n3 4+ /n + 7

n?+3n%? +/n+3+1
B 2+ /n+T7

n?+3n32 +/n+3+1

5) a, =
©) 513 4+ /n + 7
2n° +3+n 4/3
(6) an :( e 2)(n/ o+ 1)
9 2
o2+ 1
2n? + 3
_ BBV
o241



an = Vn2+n3 +1—nd?
a, =Vnd+n+1—n®?

2 3 3/2 / 3 1
(22) an:n + n + n+ + ( /n3+n+1_n3/2)

5nt/3 + y/n+ 17
n® +3n%+vn+3+1
23) a, = +vVnd+n+1—n*?
(23) 5nl/3 + n+ 7
n®+3n32 + /n+ 3+ 1\2
24) a, = ( R e B
(24) S5nt/3 + /n+7

(25) a, = Vn®+2n2—n

(26) a, = vVn® —nt+1—n?

T

Esercizio 3. Calcolare il limite per n — oo delle seguenti successioni

1) a, = n++vn+3—n5vV"43
" (n® + 3arctg(n!) + 7)2/7

WV +V20m+1+5-2"/n+2

2) an 3

()a 3n+857n+n+1
n!

3) an =

B) @ = = o1

(4) a, = n"3(n+3)! +n"%(n + 2)!

nl.nn



n!(2n 4+ 3cosn) — (n + 1)!

5) a, =
(5) a n!(2n — logg n) + 2'ees(n!)
2n! + (2n)!
6) ap = ——F—
(6) n" + 3n!
(7) a, = (Vn+1++/n)n!+ 3n° + 57!
(n —1)! (4n + n'/3 + sin(n® + 3))*”
(8) a, = (Vn+1—y/n)n!+3n°! + (n+1)5"+!
" (n—=1)!\/4n + 20 + n32sin(n’ + 3)
n" + 3"
O) @ = g
n" + n!
(10) a, = Tonz
(11) n!(n” 4+ 5n? 4+ 1)2"
ay = >
6n
5nlog5n — 5
(]‘2) an = nlogsn + nn+log5n
nl - 3(n+1)! + 5(n+1)!
(13) a, = 5
((n + 1)!)
(14) n! - 7n! _ 5(n+1)!
ay =
((n+ 1)) + 3272 41
5 n! - 7n(n+1) 4 4n+1)!
ay =
(16) (n|)n . 7n(n+1) 4 4(n+1)!
Ap = n
(n—1))
(n| . 7n)n+1 _ 4(n+1)! 4 onn
(17) an = =1
(18) 4 = (n—3)!n" — (n+1)n"4

2(n —4)! (n™ — n!log, n)

Esercizio 4. Determinare 'ordine di infinito/infinitesimo delle seguenti successioni
(1> an = 1Og12 n+ %

(2) an =n' + (g)n



D) an = -3

(5) an = 3,

6) o, — (D= (=1
" n!

(7) 52n logsn __ 3nlog3(n2) + nt
a, =

~ n?logz(n?) _ 42n2logymn + n2
(®) a, = n+vn+3-n*4V"+5
" (n® — 4arctg(n) + 12) 116
2n! (n™ — nllogy,n)
(n—=3)!n" — (n+1)Inn—
((n 4 1)!)2 gnlogsn _ (n!)Z 3(n—1)logzn
((n — D2 A0—Dlosin — (( — 2)1)2 G{nt1)logn

(12) o, = YF"

9) a, =

(10) a, =

P +nd+8
2n?
13) a, = 2 —
(13) a n%+n
|
(14) a, = i

(n+1)!—(n—1)!

(15) a, = — TV +37)

" (7 4 97 (n3 4 log, )
n+4)

2+ nl — (n — 1) 27

(n+ )!In?nt9 + (n?)" (n 4 2)!

(16) a, =

Esercizio 5. Calcolare il limite per n — oo delle seguenti successioni

2n
(2) an = (1 * 2n1+ 1)n
®) a=(1+)"
<4) tn = <Zn++12:
R
(©) .= ((227?)71+ o



(2n)™ + 2"
(2n+ 1)
(2n+1)"
) 2n™ 4+ 1
9) an = (n—i-l)"—n!
0

1 ) Ap = (77, + 1)n+1 — n”“

(7) an, =

n —

(n+ 1)"*tt — nntt
(n —1)"*1 —n!

(12) an = (n + D)™ — n2

(n+1)" +n!

11) a, =

13) a, =

(13) @ n"™ + 5" —n!

(14) a, = 2n+1)"+n!+1
" @2n+2)n -l 4

(15) a, = L2t D"+ C2n)”
T @2n+2)r— (2n+1)n

n" 3+ (n—3)"

1 =

(16) an 6n™ + Tn™/?

(17) — (377,)” _ n?m

(n—1)3" + (n + 3)!

(18) an = (VIFeT —1)(e" = 3" + n2)

(" +1)(n+logn)

(19) an = (en 4 27)(2 + log nf)

0 - (n? +5n + T)el/m
(20) & = (n+1)(vn+3—/n)
(22) a, = Vn?
(23) a, = *"N/—n
(24) a, = Vn?+3
(25) ap, = V2" + n?
(26) @, = (y/n + Vi - Vi) V2T ¥ 2
(27) a, = (n? + 5n + 7)el/m

(n+ (Vi T3 — Vi)
(28) a, = n*(2n + v/n )™ — cos(n?)
(29) a, = (4n" — (n+1)")""



(30) Ay, = ((77, + 1)n+1 o nn+1)1/n

Esercizio 6. Calcolare il limite per n — oo delle seguenti successioni, usando la formula di Stirling

n
3) a, = —
(3) an=—
2nn'
4) a, = ——
(4) an = —
1.,./(2n)!
5) ay, = —4{] —=
(5) an=—{/—



Analisi Matematica I
Limiti di successioni (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1

(1) Infatti, per ogni € > 0 si ha ‘2’”3—2‘ <e <= n+r1 <e <= n> %—1, e quindi basta

prendere n. := [g] —1.

(2) Infatti, per ogni ¢ > 0si ha [2£3 — 1| < e = 2 <c = e?-3n+ec-1>

N . _ 42 . . _ 42 N
0, ed ¢ sufficiente prendere n > 38— "o quindi basta prendere n, := [ ] Py

. c 14 Bn—1 _3n _ 3 3 . 3 S L [3
semplicemente, poiché 75— < o3 = =, ¢ sufficiente prendere n > £, e quindi n. := [ET

2n43 _ 2

: : : 2 3 n n 3 A

(3) Infatti, per ogni € > 0 si ha ‘*/2211 — 1‘ <e = H— S < = 722":31“ < e. Poiché
2n+1 2n+1

2
It o 2 o %, e sufficiente prendere n > %, e quindi n, := [ﬂ

2n+3 2n+1
Vit

(4) Infatti, per ogni € > 0 si ha } \F+1 — 4‘ <e = \/777“ <e <= n> (g — 1)2, e quindi basta
prendere n, := [(E — 1) }, ma basterebbe anche n, := [3—2].

. . . 1 -1z 1 2
(5) Infatti, per ogni € > 0 si ha }\/n+ 1-— \/ﬁ} <& &= oo <& Poiché¢ —7—-—= < 7, ¢
sufficiente prendere n > ;%, e quindi n. := [;%}

(6) Infatti, per ogni M > 0siha vVn2+n+1> M <= n?>+n— (M?>—1) >0, ed ¢ sufficiente
prendere n > —1HVIMZ=3 VéML?’, e quindi ny = [7“11‘422*3*1] Piu semplicemente, poiché vn? +n+1 >

vn? = n, ¢ sufficiente prendere n > M, e quindi ny; := [M ]

(7) Infatti, perogn1M>051ha"+1>M = %>O < n*—Mn—(M-1) >0,

A/ . A/ 2 _ N .
ed ¢ sufficiente prendere n > M+ M2+4M , e quindi ny; = [W] Pit semplicemente,

poiché ’;2:11 > % = 3, ¢ sufficiente prendere n > 2M, e quindi ny; := [QM }

(8) Infatti, per ogni M > 0 si ha log2% < —-M <= logyn >M <= n >2M e quindi basta
prendere n,y : [QM }

(9) Infatti, per ogni M > 0 si ha /n—n < —-M <= n—/n— M > 0, e quindi & sufficiente

prendere n > (HileHM)z, e quindi nyy = [(W)z]

g

Svolgimento esercizio 2
n®+2n® —/n nd(1+4o0(1))
n2+3n—1  n2(1+o0(1))
n*+2n?—yn 1 2 n3(1+0(1)) 1
2) Sih —— =)= ——=—(1 1)) =1 1 1.
() Si ha nZ+3n—1 (TL n2) n2(1+0(1)) n( +O( )) +O()_>
24+3n*? +Vn+3+1 1+o(1 1
n® +3n%% 4 \/n + 3 + n*(1+o(1)) Lt o(1)) o0,
bnd + v/n+ 7 5n3( (1)) 5n

1

=n(l+o(1)) - +oc.

(3) Si ha



oon? 43024 vn+3+1  nP(1+o0(1) 1 1
(4) Si ha ST U7 5n2( o) 5(1 +o(1)) — v
’I’L2 n3/2 /’I’L 0 n5/6
(5) Si ha +511/3 j\/;+ ! 6n1/(31(1+Jr (01()))) =75 (14 0(1)) = +oo.
(6) Siha (% 2) ("3 +2n+1) = f+1 (n?4+2n+1) = %#“(Ho(l)):
ﬁu +o(1)) = 0.
(7) Si ha (w 2)(n*? + n? +7r):\/2ﬁ+1(3/2+7n+ ) = %7#(14—

o{1)) = TVl + o(1) = +oc,
(8) Si ha \/2”2;3:1f o) = Y0 n2 0+ 2) % (1 + o(1)) =
7v/n(1+ o(1)) — +oo.

(9) sina (22 )m—fﬂx/ﬁ \/_(1+0())\/%(1+0(1)):g(1+

n? 1 2(1+ o(1))
o(1)) — 0.

, B 1 B 1
(10) Sihavn+1—+/n= N YA W (R Yy — 0.
(11) Sithavn+1—n=—-n(l+o0(1)) - —oc0.

, — . _ 1 _ 1
(12) Si ha vn? +1 AT en 20+ o() — 0.

(13) Siha vn2+n+1—+vn=n(1+0(1)) = +oo.

(14) Sihavn?4+n+1—-n= \/#:Jrll+n = 22(51100(51)))) = %(1+0(1)) - %
(15) Siha 2+ Vg T—ne YL yr(i4oll) ! 0.

ViZtntl+n  2n(1+0(1)  2y/n(l+o(1))

: 2 2 vn+1 2_(¥ndlto 2 L
(16) Sllha(\/? Vn+1-n)" = (\/Wnilhw) = (%) - (2\/5(110(1)0 B
4n(1+0(1))

(17) Siba (y/n? + Varr T-n)* v T = (-l Y vt = (LD o

— 0.

X \/_\/n zl—i-n—(l—l)l)jLn 1 2n(1+o0(1))
2 n(l+o
o(1)) = (2\/5(1 + 0(1))) V(i +o(1)) = in(lto1))  d/n(lto1) 0
(18) Sitha Vn2+n3+1—n= w1 _ (o)) =n*?(1+ o(1)) = +o0.

rnlen w1+ o(l)



(19) Siha vVn?+nl/3+1—n= 41 1/3<1+0(1;; ! (1+o0(1)) = 0.

n2+nt3+1+n n3/2(1+o( n7/6
: 2+1 n?(14o(1)) nt/?
(20) Sithavn?2+n*+1—n W+n3/2 2021+ o(1)) 5 (1+o0(1)) = 400
1 1 1 1
(21) Siha Vid tnt1—n¥? = n __nto) L g a0

VSt 1402 2032(1+0(1)) 2012

3n*? +n+3+1
(22) Usando il risultato dell’esercizio (21), si ha i +5 711/3 :\S/% + (Vnd+n+1—n??) =
n n
n*(1+ o(1)) 1 n/6
= 1 1)) — .
6173 (1 + o(1)) 3n2(1 1 o)) ~ 12 (LT o) =0

n? +3n%? +vn+3+1
23) Usando il risultato dell’esercizio (21), si ha +Vnd+n+1-—n?? =
(23) (21) 5n1/3 4+ /n+ 7
n?(1+o(1)) 1 n®/3

610 o)) T 3 r o)) ~ 6 (L Hel) = dee

2 3 3/2 / 3 1\ 2
(24) Usando il risultato dell’esercizio (21), si ha (n +5 n1/3 je/% + ) V3t n+1-n*? =
n n
( n%(1+ o(1)) 1 n

6n1/3(1+0(1))> A1+ o(1)) ~ 36 (o) = tee

10/3

5 2n? o2n? 2
 ha 03 2 _ g — - ol
(25) Stha Vin? 4 2n% —n (n® +2n2)23 + n(n® + 2n2)13 +n2  3n2(1+ o(1)) )
4 4
N e e N -n*+1 _—n (I+o(1) 1
(26) Siha Vn® —ni+1-n (N6 —n*+1)28 +n2ns —n*+ )3 +nt  3n*(1+o0(1)) - 3
U
Svolgimento esercizio 3
(1) Si ha n+vn+3-n5V"+3  /n(l+o(1)+3+0(1) n(l+ ())
(n® + 3arctg(n!) +7)2/7 (n(1 +0(1)))2/7 - nl7(1 +0(1))
) Siha Vit V200 +145-2n+2  (V20)"(1+0(1)) +5v/n-2"(1+0(1)) _ (V20)"(1+o(1)) N
3+ 8.5t 4] 37(1+o(1))  3(1+o(1))
0, perché \/4_ 2n = vn — 0.
( 20) (</§)n
, n! (n—1)n n n 1
3) Si ha = = — = —(1+
( n+1)l=m-1)! m—-—1hnr+1)—nm-1) n2+n—-1 n31l+4+0(1) n

o(1)) — 0.

(4) Siha n" 3 (n+3) +n""2(n+2)! _ (n+3)!+(n+2)! _ (n+3)(n+2)(n+1)+(n+2)(n+1) _

n! . nn nln3 nln? n3 n?
2(140(1)) — 2.




n!(2n+3cosn) — (n+1)!  nl@2n+3cosn—(n+1))  nl-n(l+0o(1))

n!(2n — logyn) + 2less) — pl.2n(1 +o(1)) + (nhles2 — nl. 2n(1 + o(1))

(6) Si ha 2n! + (2n)! _ (2n)!(1 +o(1)) _2n2n—1 n+l
n" + 3n! n"(14o(1)) n o n n

(Vn+1++/n)n! + 3nst + 571 2yn-nl(1+o0(1))  2ny/n(l+o(1))

(5) Si ha —

1
5

n!(1+4+o0(1)) > n! — 4o0.

| B 1
(7) Siha = 1)1 (4 1155 1 sim(? + )" T = DA (1 o(1)  SwP(I+o(l)) 4
®) Siha VAFI= V3 4 (st gmpndteld) 1 gy

(n — 1)1 /4n + 2n2 + n3/2sin(n5 + 3) (n—1D!-nv2(1+0(1)) 2v2n

n"+3"  n"(1+o(1))
9onlogy n o nn

n ! 2nlog2n 1 1
(10) Sihan2:2n _ énjO( )

nl(n”+5n* +1)2"  nl-n"(1+0(1))  nl-n"(1+0(1)) 0
62 o Gn2—nlogg 2 o 6n2(1 + 0(1)) )
, prlogsn _ 5n n™(1+ o(1)) 1
(]_2) Si ha nlogs n + nntlogsn - nntlogs n(]_ + 0(1)) - 5(logs n)Q(
n! - 3(+DE L 50t 50N (] 4 (1)) n! - 3FL! 1 (n+1)

- _) h/ g
((n+ 1)!)2 ((n—|— 1)!)2 +00, perche 5(n+1)! n4+1 (g)(nﬂ)!

n! - 7n! _ 5(n+1)! 5(n+1)!(1 + 0<1)) . » 5(n+1)!
= — —00, perché
((n+1)1)" + 327 +1 327*(1 +o(1)) nt- 7"
| 2 2n 2

D) |y Lo 60 < ((n+ 1)) o ni(1+0(1))

! - 39on? 39on? 39n?—2nlogg; n

n! - 7n(n+1) +4(n+1)! _ 4(n+1)!(1 + 0(1))
CESE CESE

(n|)n X 7n(n+1) + 4(n+1)! 4(n+1)!(1 + 0(1))
((n — 1)!)n T gnlog,(n1)!

(n!- 77+l — 40D g opn B —40+DNT + o(1))
n(n—1)! o 4(n—1)!log,yn

(18) Si ha (n—=3)!n"—(n+1)n"4 (a) (n—3)n*—(n+1n(n—1)(n—-2)(n—3) _

2(n —4)! (n™ — n!log, n) 2n4(1 + o(1))
_ 2n*(1+0(1))
— 2n4(1 + o(1))

— 1.

(9) Si ha

— 0.

(11) Si ha

1+ 0(1)) — 0.

— 0.

(13) Si ha

(14) Siha

<(n+1) — 0.

(15) Si ha

— +00.

(16) Si ha — +o0.

(17) Si ha

— —OQ.

— 1, dove in (a) si & diviso numeratore e denominatore per (n — 4)! n"4,

Svolgimento esercizio 4
(1) Sihaa, =log,n+ ¥n= ¥n(l+o0(1)), e lordine di infinito di {a, }nen ¢ 15.

4

— 5(n+1)!—log5 (n)—n!log; 5 _



(2) Si ha a, =n' + <g) = <g) (14 0(1)), e l'ordine di infinito di {a, }nen non esiste.

(3) Si ha a, = n"?(1 +n**) = n¥*(1 + o(1)), e I'ordine di infinito di {a, }nen & 3.

1
(4) Sihaa, = \/n—+——\/ﬁ =vn+1++v/n=2yn(l+0(1)), e Pordine di infinito di {a, }ren @ 3.
|
(5) Sihaa, = ﬁ —3=n—-3=n(1+o0(1)), e lordine di infinito di {a, }nex & 1.
n—1)!
D'—(n—1)! 1)—1
(6) Si ha a, = (n+1) ' (n—1) = n(n+1) =n(1+o(1)), e l'ordine di infinito di {a, }nen €
n! n
1.
' 52nlog5n _ 3nlog3(n2) + nt n2n _ (n2)n + 7’L4 ) 7 ' - . '
(7) Sihaa, = T e T T (™ — 2 & 112 = n”. L’ordine di infinito di {a, }nen
e 2.
(8) Sihaa, = n+vVn+3—nP4 V45 _ vn(l+o(l))+5+0(1) _ Vn(1+o0(1)) 1614
(n® — 4arctg(n) + 12)1/16 (n®(1+ 0(1)))1/16 n3/18(1 4 o(1))
0(1)), e I'ordine di infinito di {ay }nen ¢ 5.
(9) Si ha a, 2n! (n™ — n!log, n) @ 2n'n(n—1)(n—2)(14+0(1))  2n"(140(1))

(n—=3)!n" — (n+1)Inn— n* —(n+ n(n—1)(n — 2) 2n3(1 + o(1))
n*(1 + o(1)), dove in (a) si & diviso numeratore e denominatore per (n — 3)!n"~*. L’ordine di
infinito di {a, }nen € 4.

(10) Sila. — ((n 4 1)])2 5nlog5n _ (n|)2 3(n71) logg n _ ((n 4 1)|)2nn _ (n!)2nn71 @

n ((TL _ 1)[)2 4(n—2)logymn _ ((TL _ 2)[)2 G(n+1)logg n ((TL _ 1)!)2,”1172 _ ((TL _ 2)!)2nn+1
(n+1)*n%*n—1)2n*>—n*(n—1’n  n®(1+o(1))
(n—1)2+n3 ~ n3(1 +o(1))
tore e denominatore per ((n — 2)!)2n""2. L’ordine di infinito di {a, }nen € 5.

=n’(1+0(1)), dove in (a) si & diviso numera-

1 2\" 1
(11) Si ha a, = N (5) = %(1 + 0(1)), e l'ordine di infinitesimo di {a, }nen € 3.

n+n™? a1+ 0(1)) 1

(12) Sihaa, = SR S LT o(]) = —7 (14 0(1)), e l'ordine di infinitesimo di {a, }nen
e s
2n? 2 2
(13) Sihaa, =2 — 712171 = Z —= 5(1 + 0(1)), e Pordine di infinitesimo di {a, }pen € 1.
! 1
(14) Sihaa, = n n = —(1+40(1)), e 'ordine di infinitesimo di {a,, }nen

(n+1)—(n—-1)! n24n—-1 n

‘ (n® 4+ 1)(7" + 3™) n?m(1+o0(1)) 1 e
(15) Sihaa, = (T 1 97 ) (P T logyn)  WT(1+ 0(1)) ﬁ(1+0(1))' L’ordine di infinitesimo



n2 )l — (n — DIn?*7 (g n®n —n’ ~ n’(1+0(1))

(n+ )20+ (2 (n+2)!  (n+Lnn’+ (n+2)(n+n  nll(1+o(1))

— (1 + 0o(1)), dove in (a) si & diviso numeratore e denominatore per (n — 1)!n*". L’ordine di

(16) Si ha a,, =

infinitesimo di {a, }nen € 2.
O

Svolgimento esercizio 5

(1) Siha (1+ %)n =/ (1+ %)M /e, sfruttando la continuita di z — /7.

(2) Siha (1+ ﬁ)n - ( j:"l;) 12"“ — /e, sfruttando la continuitd di = — +/Z.

(3) Siha (1+ %)Qn = ((1+ %)")2 el

(4) Si ha (ij;" _ nn(g:?(i)) = ("5 (o) = (14 ) W+ o)) e

(5) Si ha Zﬂ?: _ nnﬁi?g» = (1+2) 1+ o) —e

© sita ot B () o) = (14 50) o) VR

usando il risultato dell’esercizio (1).

(7) Si ha <<2272 ++1)2n = (2n()2751++1<))£1)) — %, usando il risultato dell’esercizio (6).
e
@t (@2e+ D" 1204 1yn ! 1yn
(8) St ha S = (i1 o(1)) 2 ( n ) (1+0(1) =3 (2 * n) (1+0(1)) = +oo,

perché (2 + %) > 2" — 4o00.

n+1
n

(9) Siha (n+1)" —n! = n"( )n —nl=en"(1+0(1)) —nl =en"(1+o0(1)) - +oc.

(10) Siha (n+1)"—pnt! = nn“{ (”T“)"H—1} = 0" (e+o(1)—1) = (e— )n™ (1 +0(1)) —
“+00.
(11) Si ha (n+ 1) —nm @ (e~ D1 +0(1)) _ (e—1)(1+0(1)) — e(e —1), dove

(n —1)ntt —pn! (1 — 41— Ly —nl e (14 0(1)) + o(1)
in (a) si € usato lo sviluppo asintotico dell’esercizio (10).
2

(12) Siha (n+ D)™ —n? = (n + 1)"’{1 - (Mm) } = (n+ 1)"™(1 + o(1)) — 400, poiché



(n+1)"+n!  (n+1)"(1+0(1))

) n+ 1\n
(13) Si ha el (Lt o) = ( - ) (1+o0(1)) — e
, Cn+1)"+nl+1  2n+1)"(1+o(1))  //2n+42\m\ 1 B

1 \m ! 1
= ((1 + ) ) (14+0(1)) — NG usando il risultato dell’esercizio (2).
e

2n+1
@t @t ety L+ ()" 1+ (03 ))“ L+ 7
(15) Siha n n = (2n+2)" = n+ =
2n+2)"—(2n+1) (2n+1)n+1 (322 41 (14 505)" + \/_+1
1
%, usando i risultati degli esercizi (1) e (2).
n" 34 (n—-3)" niE4(1-3) 1
16) Sih = n S—
(16) Si ha 6n™ + Tnn/? 6+ o(1) T
3 n __ ,,3n ) — 3n 1 1
(17) Si ha (Bn)" = n @ —n (L+o(1) = ( ) (1+0(1)) = —e™3, dove in (a) si
(mn—=1p3%"+(n+3)! (n—1)3"+0(1) —1
3™ 3" 3 3 1 —1)!
sono usati i risultati no_ 2 — 0, e (n+3)! = (n+3)(n+2)(n+ )n (n ) — 0.
n3n n2n ( _ 1)311 ( ) (n _ 1)n
18) Siha (V1+emn—1)(e"—3"+n?) = - " —3"+n?) = _C e 1+0(1)) =

Ya oy =t

2 2
(@t Dmtlogn) (o +ol) _ n N
(19) St ha £ @ logn®) — {1+ o(1))6logn(1 + o(1)] _ logn '\ o) = o
(20) §i ha oD (A +o()) VRESEVR 00y o m o(1)) =

(n+1)(vVn+3—+yn)  n(l+o(1)) 3

2n3/2(1 + 0(1)) — +oo.
(21) Siha ¥2n = V2 ¢/n — 1.
(22) Siha Vn? = (¢/n)° - 1.

(23) Intanto *"/—n = —*®/n. Poi 1 < > /n < *3/2n+1 — 1. Per il teorema dei due
carabinieri, si ha *%/n — 1, e quindi >**/—n — —1.
(24) Intanto v/n?+ 3 = n2 1+ 3 v 1 + . Poi, definitivamente siha 1l < {/1+ 3 <

3

/2 — 1. Per il teorema dei due carabinieri, si ha {/1 + — — 1, equindi ¥V/n? + 3 = ({l/ﬁ)2 /14 % —
n

1.

(25) Intanto /2" 4+ n? = (/271(1 + ;—j) =2{/1+ ;—j Poi, definitivamente si ha 1 < {/1+ g—j <

/2 — 1. Per il teorema dei due carabinieri, si ha {/1 + 2— — 1, equindi V2" +n? =2{/1 + § n
2.



(26) Intanto \/n + /n—+/n = \/n+\/_+\/_ = Qﬁ(\l/fo(l)) . Inoltre, v/2n+1 + n2 = \/2n+1 1+ 50

2241 + 2n+1 Poi, definitivamente si ha 1 < {/1+ 2n+1 < /2 — 1. Per il teorema dei due

carabinieri, si ha {/1+ 2n+1 — 1, e quindi (\/n +/n— \/_) V2l 4 p2 — 1.

(n? + 5n + 7)el/m _ n*(1+o0(1)) vVn+3++/n
(n+1)(vVn+3—+/n) n(1+o(1)) 3

2n%2(1 4 0(1)) = +oo.

(28) Si ha n?(2n + v/n)Y"™ — cos(n?) = n? \/—( \/_)Un

n?(14 o(1)) — 400, poiché 1 < (1 + f)l/" < 2t/m 1,

(27) Si ha = n(1 + o(1)) - 2v/n(1 + o(1)) =

—cos(n®) = n*(1 4 o(1)) — cos(n?) =

(29) Siha (4n" — (n+ 1)")"/" = {4 - (” Z 1) }1/" — (4 — e+ o(1)Y" = n(1 + o(1)) — +o0,
poiché 1 < (4 — e+ o(1))V/" < 4Y/™ - 1.

(30) Siha ((n+ 1)"" — prtt)V/" ("* 1)"“ 1}1/" = n(1 +o(1))(e + o(1) = /" =
n(1+o0(1)) = +oo, poiché 1 < (e — 1+ o(1))/™ < el/™ — 1.

n

Svolgimento esercizio 6

() siha 1 = IR AD) s s 4 of1)) = B 4 0(1)) - 40

nn/2 nn/2

(2) Siha Vnl = \/n”e "V2mn(l+0(1)) = (\"/27?71)1/2(1 +0(1)) = 400, in quanto V2mn — 1, e
e
\/g < {1 ) < /2, definitivamente, per cui {/1+ o(1) — 1.

(3) Siha {zm = % (/n”e*"\/Z—(l +0(1)) = = (¥ 27rn)1/2(1 +o(1)) = -
) ¥nlo1 /., B 21 In,, 1/4
(4) Siha == = = (\/n"e "2l + o(1)) ) - ﬁ\/;(\/%) (1+o(1)) — 0.

o1 f@2e)t 1 [(2n)ey2m - 2n(1+0(1)) 1 4n ., ,
(5) Siha = \/ e /amn(L + o(1) - W(I‘F (1)) —

©) ¢ <2n) e (2n)! [ (2n)2re=2/27 - 2n(1 + o(1)) 4

nlonl n?re=2m2mn(1 + o(1)) - (/mn)l/2 (L+o(1)) = 4.

ran\ ] e [(dn)menr dn(140(1)) 16 )
g \/( ) N \/(271 o (2n)! \/ (2n)4ne—4n2r - 2n(1 + o(1)) (m)l/g(“r (1)) — 16.

)_



Analisi Matematica I
Limiti di funzioni e continuita

Esercizio 1. Calcolare i seguenti limiti, verificandoli, poi, con la definizione.
(1) lin% V0r—2/+3
T—

(2) lim log(1+ |z —1])
z—3

1
(3) :}:l—>ml |z — 1]

@t (24 5)

(5) lm (2+ 5 )

T——00 x2—1

Esercizio 2. Calcolare i limiti delle seguenti funzioni sia per x — 07 sia per x — +oo.
Vitao—1
(1) z(x? +1)
r(VI+z—1)
x?+1
Vit —e®
22(1 + 3%)
(Vita—e)?
x(1+ 3%)
(VItz—1)(e—1)
z2(1 +27)
log(1 +22) + =z
(1 + x?)
log(1 + 2?) + zlog
z(1 + log )
log(1 + %) + 22
xlogx
log(1 + %) + 22
z2logx
log(1 + 22) + 22
x3log x
log(1 + )
e —V1+z
(Vita-—1)?
log(x? + 1)
(1+V)* —e
22 +log(1 + x)

(10)
(11)
(12)
(13)




(14) logx - log(l + i)

(log 2)’
(15) log(1+ )
(log z)? log(1 + 2?)
log(1 + z)

(17) {/Vz+1—1-logz
(18) \/E(logzn n log(l + %))
e™® — 1 + sin(a?)

|log x| + log(l + %)

(16)

(19)

sin(x? + xv/z) + 23
23/2 4 22
(e — /| cosx|) - arctg x
(21) .
(22 + | sinz|)?
V1 —cosz-sinx - logx
Ve 1)

(20)

(22)

Esercizio 3. Calcolare i limiti delle seguenti funzioni per x — xy.
te/infinitesime, determinarne l'ordine, se esiste.

P |

(1) f(w):W r— 17
=1 _ 1) log(z —

@ o= E LD

(Vi 1)’
() flo) = sin(z — 1) v
() fla)= VI Dlosle =D s

sin(z — 1)
_ (E—Ders

(5) f(w)—m r— 1T

(6) f(z) =log(1l +e® —e?) x—2
_ log(1 + e* — ¢€?)

(7) f(x) NoTiEt x—2
1 + 23
o s = o)

In caso di funzioni infini-

Esercizio 4. Determinare gli eventuali asintoti orizzontali od obliqui delle funzioni che seguono.

222 + 32%/% + 3
W@ = e e

T — +00



22 + 32%/2 +3
@@ = e e

T — +00

22 + 32%/2 + 3
(3) flz)= 0g<3($+5)2+\/§> T — 400
(4) flz)=evV=trimr g 4oo
(5) f(x) =e3?+7 + 2z x — 400
(6) f(z) = log(2e* Tt + 3210) T — 400
(7) f(x) = log(z'2e” + |z|) r— —00
(8) f(x) =log(z'%e” 4 3e7%) T — —00
(9) f(z) =log(z*?e 4+ 1) T — —00
(10) f(z) = B + 2|x| T — —00

Esercizio 5. Determinare, se esiste, 'ordine di infinito delle seguenti funzioni.

~logz —log(z®+7) Vz+1-1

W70 == 6e)  Varri-a
322 tg(%) + a3 log(%rl)

@) fl@) = (arctg ) (vt + 3z — 22) v

(3) f(z) =2t + zsinz — e'/* x — 400

2 3
(@) 1) =tos( s

(5) f(z) = <1—cos<%))(1+x3) x — 400
(6) f(z) =log(1 + 2z* + €2?) T — 400

T — +00

)+3x6 r — +00

(7) f(a) = %(_1) z— +o0
@) f) =B o
(9) f(x) = ‘xfl, x—1

(10) f(z) = ﬁ z 1

1) f@o) = 59— w1

(12) f(o) = Snoloes@ o),

e’ —cosx
(13) f(x) = (tg a:)logm z— 0"
arcsin(z? + z log x)

(14) f(z) = (52 — log x)(z2 + e~1/%) z 0"




22

et —et

(16) f(x) = 650;7;_:0 z—0
(17) fx)=(1+2)/* x>0t
(18) f(z) = Czii)ezz z — 0"
%5 log<1 + 24 sin%) + 5—2 log =
(19) f(z) = x—0

tg x + arcsin 22

Esercizio 6. Determinare, se esiste, 'ordine di infinitesimo delle seguenti funzioni.
2

1) f@) =20 e

@ f)=—— =0

3) flz) = f_lsmx x50

(@) )= 20 4o

6) f@) = Fp w0

© S =5 w0

M) 1= BLED
®) s =B

0 s
R

(11) f(z) =1—[loga|Tee 2 — 0
(12) f(x)=(z—1)logx x—1
_sinyaz — 24 (z —2)?

n
(13) f(z) = vr—2+1—cosmz vz
(14) f(z) = % x— )2

(15) f(x):(\/x—i—l—\/x—l)sin(é) x — 400

arctg (%)

(16) f(z) = 13z

xr — +00



(17) f(z) =cos(vx — Vo +1)—1 T — 400
Ee2—1 1-— ev:os(l/gv)
(18) f(x) =

: —
x3+1 arctg(zlogx) T oo

Esercizio 7. Calcolare il limite per n — 400 delle seguenti successioni

(1) a, =sin (277\/ n? + \/ﬁ)

(2) a, =nsin (Wﬂ')

(3) a, = (2" —n!)sin (g + arctg(n!)).

(4) an = (3" — nl) cos (m + arctg(n!)).

n™tt 4+ 2. n! 2
o (2
(5) an (n—l)"+2n"g n
entlosn 4 nsin(n!) 27
(6) an =11yt (Z).

(7) an =cosn - log(l + %)

_ log(1+em)

(8) an n

T
9) an = log<1 + m)
~ log(3" 4 7")

10) an
(10) a 5
_ log(4™ + ")
(11) an = 2n + logn
(12) ay — (34 n!+ 73 (n + /n)

(2-n!+3)log(l+ nn)
(13) a, =log(n+ vVn?2+1)—logn

(14) a, =log(n — vV/n? —1)+logn

_ log(n?+1) —logn

(15) a, = Tog(2n) (n® +n3?logn — 2/n)
(16) ay log((n + 6)!) — log(n! +n")
" log(6n® + sin )

(17) a, =271 —gvr-1
(18) a, = Vn3
19) a, = *"W—n

) an
(20) a, = Vn%+3
21) a, = V2" + n?
(21)



(22) an = (\n+ v — /) V2T 42
@ o= (5i5)"

@ o= (57"

@) o= (5r1)

(26) an = (V3 1)"

1) a=(1+2)"

(28) = (14 )"

(29) an gZi;;ijz

(30) an = n*(2n +v/n)'/" — cos(n?)
(31) ap = (4n" — (n+1)") 1/n
(32) an = ((n+1)"" — nn+1)1/n

(n2 . 1)n Sin(nn-l-l)

(33) ay = (n—2)2 1 arctgzl:l!_l— 2n)
P

) o0 = P T
P e

B0 & = ﬂ?@gfzﬁ; <)<(§ ?)Zzl);"’ -1
) 0= o

(39) an = ((n— 1YY"
((n+ D)™ — (0 - YY"

0 an = e T ) te ()




Analisi Matematica I
Limiti di funzioni e continuita (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1

(1) Verifichiamo che lim,_,5v/|z — 2| + 3 = 3. Infatti, per ogni € > 0, si ha |\/|]z —2] +3 - 3| <

e <= /|r—2| <e < |z —2| <2, e quindi possiamo prendere J. := 2.

(2) Verifichiamo che lim,_,3log(1 + |z — 1|) = log 3. Infatti, per ogni ¢ > 0, si ha |log(1 + |z — 1|) —
log3| < e < |logz —log3| <e <= log3—ec<ax<logd+e <= 3e°<z<3 —
et —1) <z —3<3(ef — 1) e quindi possiamo prendere 0. := min{3(1 —e79),3(ef — 1)}

(3) Verifichiamo che lim,_,; =] 1‘ = +oo. Infatti, per ogni M > 0, si ha ‘ > M = |z—1]< M,

e quindi possiamo prendere dp; 1= ﬁ

(4) Verifichiamo che limw_>+oo(2 + i) = 2. Infatti, per ogni ¢ > 0, si ha, se z > 1, che ‘2 +

_3
z2-1

—2‘ < e = 2 — <& — 2 >3 +1 = T > \/g, e quindi possiamo prendere
Te = §—i—l.

(5) Verifichiamo che lim; , (2 + —> 1) = 2. Infatti, per ogni ¢ > 0, si ha, se x < —1, che
|2—|—m—2| <eg = 2 — <e — 2> 32 +1 = 3:<—\/gj,equindipossiamoprendere

Te 1= —\/%—kl.

O

Svolgimento esercizio 2

, Vitrz—1 3z(l+01) 1 1
(1) Si ha, per z — 0T, D) =2 ol )) = 5(1 +o0(1)) — 3 mentre, per r — +00,

Vitz—1 z(l+o(1)) 1
w(z2+1)  23(1+0(1)  25/2

e(VItz—1) a-3z(l1+o(1) 1 2

(
(1+0(1)) =

(2) Siha, perz — 07,

(14+0(1)) — 0, mentre, per x — 400,

241 T 1voy 27
r(Vi+a—-1) zyz(l+o(1) 1
e = 21 T o) T(1+O( )) — 0.
(3) Si ha, per z — 07, 3:12;1;;) _ It §w+;)§a(c2)—|—_(()il—)k)x+o(x)) = —ﬁ(l +0(1)) —» —oo,

Vi+tz—e* —e*(1+0(1)) 1 se\=
TENEe, PN T 00 T T 3y 2o (1 1 o(1) | 22 (3) (1+0(1) =0

(4) Si ha, per x — 0% (VItz—et) = (1+ 57+ o(x) - (1+$+0($)))2 _ (_%33(1"‘0(1)))2 _

1 z(1 4 37) Vi gg (( ) sy 1 a:(22 +o0(1))
Vvi+ax—e€* +o0 e“\?
gaz(l—l—o(l)) — 0, mentre, per z — 400, w013 31 o) = <§) (1+o0(1)) —

+00.



(WVItz-1)( -1 _ szl +o(1) z(1+o(1))

1 1
(5) Si ha, per z — 0T, = —(1+o0(1) — T

22 (1 +27) B 22(2+ o(1)) 4
(Vi+z—-1)(e"-1) yx-e (1+0( ) 1 e
mentre, per x — 400, (15 27) = R0 to1) | P (5) (I14+o0(1)) = +o0.
, log(1+2?) + 2 w2(1+0(1))+w z(1+ 0(1))
h + = = 1
(6) Siha, perz — 0T, P 21 o(1)) 201 o(D) — 1, mentre, per z — +o00,
log(1+ %) +a  2logz(1+o0(1))+x  x(l+o0(1) 1 0
r(1+22) z3(1 + o(1)) 231 +0o(1) a2 '
2 2
(7) Si ha, per z — 0F, log(1+2°) + zlogx _ (1+o0(1)) +zlogx _ xzlogz(1 4+ o(1)) L
z(1 + log x) zlogz(1+ o(1)) xzlogz(1+ o(1))
1 2
mentre, per z — 0o, og(l+z*) +xzlogx _ 2log z(1 + o(1)) + xlog z _ xlogz(1l+ o(1)) 1
(1 +logx) xlogz(1l+ o(1)) xlogz(1l+ o(1))
log(1 + 22 2 2?2(1+0(1 2 22%(1+o(1 2
(8) Siha, per z — 07, og(l+a7) + ::E( +oll)) + = v(1 1 of )): - (1+0(1)) — 0,
zlogx xlogx xlogx log =
log(1 + 22 2 2logz(l+o(1 2 2?2(1+0(1
mentre, per x — 400, og(l+a7) + = ogr(l+o(l)) +2 =2 (1 +o(1)) =7 (14+0(1)) —
zlogx zlogx zlogx log =
+00.
log(1 + 22 2 2?2(1+0(1 2 22%(1+o0(1 2
(9) Si ha, per z — 0T, og(l+a7) +a” a7(1+o(l)) +a” 2e7(1+o(l)) (14+0(1)) — 0,
z2log x z2logx z2logx log x
log(1+2?) 4+ 2% 2logz(l+o(1 2 2?(1+0(1 1
mentre, per x — 400, og(l+27) +a = oge(l +ol)) +2 =2 (1 +o1)) = (140(1)) —
z2logx z2logx z?log x log x
0.
log(1+2?)+2%  2%(1+o0(1 2 2231+ o(1 2
(10) Si ha, per z — 07, ogl+a)+a”  a(l+o(l)) +a”  207(1+o(l) (I+0(1)) —
3 logx x3logx x3logx xlog x
log(1 +2?) 4+ 2%  2logx(l+o(1 2 2’14001 1
—00, mentre, per x — 400, 08 ( :x)—kx = 0g z( 3+0( )ta :w(3+0( )): (1+
3 log x 3 log x xolog x xzlogx
o(1)) — 0.
(11) Siha, perz — 07, log(1 + ) = x(1+0(1))1 = 1x(1+0(1)) — 2, mentre,
e —vVI+z 1+az+4o(@)— (1+3z+o0() x(1+0(1))
log(1 1 1 1 1 1 1
ern s o, o800 loga(lto() logs(ito()
t—VT+z e —=Va(l+o(l)  e*(1+0(1))
2
. Vitzr—1)?% Z(1+0o1) 1 WVitz-1?%
12) Sih o+, ¢ =4 - t
(12) Si ha, per x — 0", g2 1 1) x2(1+0(1))—>4,menre,per3:—>—|—oo (x2+1)

z(1+0(1))
2logz(1+ o(1))

— +00.

, 1+ ¢x)? —e®  1+2¢x+o0(@*?)—(1+z+o(x) 2¥z(1+0(1)
(13) Si ha, per z — 07, g o e 2+ 2(1+0(1)) = i tod)

1+ ¢2)2—e®  22P(1+0(1) —e®  —e*(1+0(1))

(140(1)) — +o0, mentre, per x — +00

2273
—0Q.

(14) Si ha, per x — 07, logx - log(l + %) =logz - log(%(l + 0(1))) = —(logz)*(1 + o(1)) — —o0,

"2 +log(l+x)  a2+logz(l+o(1))  22(1+0(1))

1 1
mentre, per x — 400, logx - log<1 + —) =logz-—(1+4o0(1)) = 0.
T T



(log z)?
— 400, mentre, per x - 400, ————— =
log(1 + z)

(oga)? _ (loga)?
log(1 + z) z(1+40(1))

=logz(1+o(1)) = +oo.

(15) Si ha, per x — 0T,
(log z)?

log z(1 4 o(1))

(logz)?log(1+x?)  (logz)? - z*(1+o(1))

(16) Si ha, per x — 07, = z(logz)?(1 + o(1)) — 0,

log(1 + ) B z(1+o(1))
log z)? log(1 + 22 logz)? - 21 1 1
mentre, per z — +00, (log ﬁg(ﬁ 3:;— ) ( %8 :El)ogaj fi;—:no( + ol )) 2(log )*(140(1)) — +oo.

1
(17) Si ha, per & — 0, \/Vz +1—1-logz = { 3% z(1+o(1 log:z:-—a:l/?’loga:(l—l—o(l)) — 0,

mentre, per z — +00, \/VZ + 1 —1-logz = {/vz(1 + o(1)) - logz = a:l/ﬁ log z(1+ o(1)) — +o0.
1
(18) Siha, perz — 07, \/E(logzm—log(l—l—g)) = zlog(z+1) = vz -z(1+0(1)) = 232(140(1)) —

1
0, mentre, per x — +00, ﬁ(logw + log(l + 5)) = zlog(z+1) = 22 log z(1 4 o(1)) — +00.

(19) Siha, perxz — 07 e —1+sin@h) _1-w+ol@) —1+a®+o@h) —z +olz) —
P " logz| +log (1 + 1) loga:+log( (1+0(1))) —2log z(1+ o(1))
-z _ 1 : 2 -1 2
0, mentre, per x — +00, ¢ + sin(z 2 = + sin(z”) — 0, perché il numeratore e
| |log z| +log (1 + 1) loga:(l—i-o(l))
imitato.
(20) Si ha, per z — 0% sin(z? + #y/x) +2°  sin(zyz(1+0(1) +2°  ay/@(140(1)) +2°
P P T 232 g2 T BR(1+0() ~ T B2(11o(1)
zy/2(1 4 0(1)) sin(x? + zv/x) + 23 231+ o(1))
VT2 5 1, mentre, — +o0, - — (14 0(1)) =
P21+ o(1) mentre, per x 00 o (15 o(1)) z(1 + o(1))
+00.

(e — \/|cosx|) - arctg x (I+z+o(x \/|1_‘5E2+0 2)) - 2(1+0(1))

(21) Siha, perxz — 0T, = —

(22 + |sin z[)? (332+ |z|(1 4 0(1)) )?
1+az+ — (1 =322 +0o(2?)) -z(1+o(1 1 1 1
( z+o(z) — ( 2437 o(x ))) 2(1 4 of )) (1 +0(1)) -z(1+0(1)) — 1, mentre, per © —
|z[2(1 4 o(1)) z2(1 +o(1))
oo, (&= Vlcosal) arctgr _ (1 +0(1)) - 5(1 o) _ T 1 4 o1)) = +oo.
(2% 4 |sin z|)? (x2(1 4 0(1)))? 2 x4
= 2
1= sing -1 vV 5 (L+o(1) -z(1+0(1)) logz 1
(22) Siha, perz — 0T, cosr ST 0T V2 = —2"ogz(1+
Vol —1) Vo2l o(D) 7
1 — - sl -1 . I
o(1)) — 0, mentre, per x — +00, C\;;Zjewsinlx) 08T _ v1—cosx-sinzx \G/%g‘im — 0, perché
il fattore /1 — cosx - sinx ¢ limitato, mentre \1/0§x — 0.
O

Svolgimento esercizio 3

2
(1) (Intr:)c;otta la variabile z = 2 — 1 — 0%, si ha f(z) = f(1+2) = \6;10; Z‘;) = (Zi;jfl)ijf)()l)) —
2z(140(1
1

z1/2(1+0(1))

=22Y2(1+ 0(1)) — 0, e l'ordine di infinitesimo & 3.



22 z
(2) Introdotta la variabile 2 = z—1 — 07, siha f(x) = f(1+2) = (e \/+1<2>g(_114)r$gz = (22+32((111‘;((11)))) logz _

= 22121og 2(1 4+ o(1)) — 0, e 'ordine di infinitesimo non esiste.

2z(140(1) log 2)
2721+ o(1))

1
(3) Introdotta la variabile z = x — 1 — 0, si ha f(z) = f(1+2) = (y 1;2:1)3 = (Ejgff;f)()l)) =
£22(1+0(1)) — 0, e I'ordine di infinitesimo & 2.

(%2)3(1—1—0(1)) logz

(4) Introdotta la variabile z = 2—1 — 07, siha f(z) = f(1+2) = (VItz—1)logz _

sin z - z(140(1)) -
£22log z(1+ o(1)) — 0, e l'ordine di infinitesimo non esiste.
_1 1 7%
(5) Introdotta la variabile z = x — 1 — 0%, si ha f(z) = f(1+2) = (y 1+Szi;i)e = = 52(;&?&383; =

%e_%(l + 0(1)) — 0, e lordine di infinitesimo non esiste.

(6) Introdotta la variabile z = x —2 — 0, si ha f(z) = f(2+2) = log(1 + 2% — €2) = log(1 + €2 (e* —
1)) =log (14 €?2(1+o(1))) = €*z(1 + o(1)) — 0, e 'ordine di infinitesimo & 1.
)

_ log(14e2+2—¢2)

(7) Introdotta la variabile z = x —2 — 0, si ha f(z) = f(2+z2) = log(1+e?(e” 1))

V1+5-1

-1
V20@2+z)-2 2
log (1+622(1+O(1)))

: =[To) = 2e¢2(1 4 0(1)) — 2¢%, e I'ordine di infinito/infinitesimo non esiste.
4
. log(1— 122 4o(x?) 423 —1a2(140(1 s . .. .
(8) Si ha f(x) = g(w(ﬁ+o(m))(+w)5 ) = 52(1(4_0(1()))) = —3(1 4+ 0(1)) — —%, e l'ordine di infini-

to/infinitesimo non esiste.
O

Svolgimento esercizio 4

2x% 4 32%/% 4+ 3 222(1 + o(1 2
1) Siha lim i = lim M = =, per cui y = 2 & asintoto orizzontale di
3
=400 3(x +5)2 +/x a—+0322(1+0(1)) 3

f, per x — +oo.

- . 223 +32%2 43 . 223(1 +o(1)) . 2z -

(2) Siha mll)r}rloo CE A Jm 321+ o(l) :vll}l—ll—loo ?(1 +0(1)) = +o0, per cui f non
1 223 + 323/2 12

ha asintoto orizzontale, per x — +oo. Inoltre, m := lim G lim — —x(l +

e oo T 3(:17—!—5)2 +Vx - r—>r—il-loo z 3

220343232 +3 2 . =202 +32%% — 50z — 2z +3
o(1)) = =, e ¢ := lim < — —3:) = lim =
3 zo+oo \3(x+5)2+x 3 z—+o0 322430z + 75+ x
—20z%(1 + o(1
xll}l-il-loo 3;1;(1(4_4;(01()))) = —30, per cui y = %az — 23—0 e asintoto obliquo di f, per x — 4o00.

(3) Usando i risultati dell’esercizio (2), si ha ll)l}_l log

(2:133 + 3232 + 3) -
3(x+5)2+ V&
o(l))) = +o00, per cui f non ha asintoto orizzontale, per z — +ooc.

1 22° +32%/2 + 3
Inoltre, m := lim — log( i ) =

T—+00 T 3(x+5)2+ &
asintoto obliquo, per z — +4o0.

(4) Si ha lim eVaithr—d—r — iy exp( br — 4 > = lim exp (M> = €%/,
2+ o0 2500 \/m +x z—+00 2z(14+o0

¢ asintoto orizzontale di f, per x — +o00.

2
lim log (;(1 +

r—r—+00

2z

3

lim 1 log (

r—4oco

1+ 0(1))> = 0, per cui f non ha

per cui y = eb/2



1
(5) Siha lim e32+7 +2x = lim 2z + 1+ o(1) = 400, per cui f non ha asintoto orizzontale, per
r—r+00 r—+00
1, 1 2 1 1 _1
x — +o0o. Inoltre, m := lim — (631‘2” + 2m) = lim H——M() =2,eq:= lim (631‘2” +

T—+00 I T——+00 T T——+00
2x — 2m) = xll)l}_loo 14+ o0(1) =1, per cui y = 2z + 1 & asintoto obliquo di f, per x — +oo.

. . r+1 10y __ . x+1 _ : _
(6) Siha m log(2e"™ + 32™") = Jim_log (2" (1 +0(1))) = Jim 7+ 14 log2 + o(1) = +oo,

1
per cui f non ha asintoto orizzontale, per z — +oo. Inoltre, m = lim = log(2¢**! + 3z!%) =

rx——+o00 I
. x4+ 14log2+o0(1)
lim
T——+00

x
1+log2, per cui y =z + 1+ log 2 & asintoto obliquo di f, per z — +4o0.

=1,eq:= lim (log(QegH'1 + 3219 — z) = lim 1+log2+o0(1) =
T——+00

Tr—r—+00

(7) Si ha li)lll log(z'2e” + |z]) = li)IEl log (|z|(1 4 o(1))) = +oo, per cui f non ha asintoto oriz-

1 1 1
zontale, per © — —oo. Inoltre, m := lim = log(z'%e” 4 |z|) = lim log|a] + o(1)
T——00 I T——00 x

non ha asintoto obliquo, per £ — —oo.

(8) Si ha EIP log(z'%e® 4 3¢77) = li)lll log (3¢7*(1 + 0(1))) = lim —z +log3 + o(1) = oo,

T——00

=0, per cui f

1
per cui f non ha asintoto orizzontale, per x+ — —oco. Inoltre, m := lim — log(xmex + 3¢ ") =
T——00 I

— log 3 1
lim — +1og3 + o(1) =—-1,eq:= lim (log(mlzem +3¢®)+2) = lim log3+o(1) = log3,
r——00 x T——00 r——00
per cui y = —x + log 3 & asintoto obliquo di f, per x — —oo0.

(9) Siha EIP log(z'%e " +1) = EIP log (z'2e™*(1+0(1))) = li)lll —x+12log|z| 4+ o(1) = +o0,

1
per cui f non ha asintoto orizzontale, per x — —oo. Inoltre, m := lim — log(xme_x +1) =
T——00 I
— 121 1
lim £ 28 21+ o(1) =-l,eq:= lim (log(ze™+1)+2z)= Em 12log|z| + o(1) =
xr —00

r——00 x T——00
~+o00, per cui f non ha asintoto obliquo, per x — —oc.

1
(10) Si ha lim (e3?+7 4+ 2|z|) = lim (1 + o(1) — 2z) = 400, per cui f non ha asintoto oriz-
T—r—00 T—r—00

1, 1 —2 1 1
zontale, per x — —oo. Inoltre, m := lim - (63r2+7 + Q\m]) = lim M = -2 e
T——00 I T——00 T
1 1
q:= lim (63r2+7 + 2|x| +2x) = lim e3<2+7 =1, per cui y = —2x + 1 & asintoto obliquo di f, per
T——00 T——00
T — —00.
O
Svolgimento esercizio 5
1 — 31 1 1
(1) 8iha f(2) = B2 PEEC LODN VT o(1o(1) 20V (1o(1) = ~452(1o(0),
ogz(l+o(l) ey
per cui f ha ordine di infinito %
322 1(1+o(1 5.1(1+001 2(1+o0(1 4
) siba (@) = 22BN Aol SO L o)), per
s(+o(l) 7 s o) oy 37

cui f ha ordine di infinito 3.



(3) Siha f(x) = 2%(1+ o(1)), per cui f ha ordine di infinito 4.
S(1+0(1))

(4) Siha f(x) = log (;

m) +32°% = log (2(1 + 0(1))) + 32° = 32°(1 + (1)), per cui f ha

ordine di infinito 6.

(5) Siha f(z) = — (1 + 0(1)) - 23(1 + (1)) = %ma + o(1)), per cui f ha ordine di infinito 1.

2z
(6) Siha f(z)=log (e**(1+ o(1))) = 22(1 + o(1)), per cui f ha ordine di infinito 1.
6% log3 1 1
(7) Siha f(x) = m =zt ;log3(1 +0(1)) = log3 - 23(1 + o(1)), per cui f ha ordine di
infinito 3.
1 1+o(1 41 1 1
(8) Siha f(z) = og (« . l(()gm _0(1 ) _ %12?2((1—:-2((1)))) = 4xz(1+0(1)), per cul f ha ordine di infinito
1.
- : 142 1+ 0(1) 1
(9) Introdotta la variabile z = —1 — 0, siha f(x) = f(1+2) = = = —(1+40(1)),
, o 2l e +o(1)) 2]
per cui f ha ordine di infinito 1.
1+=2 14 0(1)

(10) Introdotta la variabile z = x — 1 — 0, si ha f(z) = f(1+ 2) = T = 20 T o)) =
11

2 ||

(14 o(1)), per cui f ha ordine di infinito 1.

1+z  1+0(1)
V22122 V22(1+0(1)

(11) Introdotta la variabile z =z — 1 — 0%, si ha f(z) = f(1+2) =

\}, \},(1 + 0(1)), per cui f ha ordine di infinito 3.
z(1+0(1)) -log9(1 +o(1))  log9-z(1+o0(1)) 1 o o
(12) 8i ha f(z) = L+ad+o(x3) — 1+ 322 +o(2?2) 1221 +o(1) 210g9$(1—|— (L), p

cui f ha ordine di infinito 1.
(13) Siha f(x) =exp (logaj -log tg :E) = exp ((log z)?(1+ 0(1))), per cui f non ha ordine di infinito.
arcsin (zlogz(1+0(1)))  =zlogz(l+o(1)) 1

(14) Siha f() = 0 A o)) 22 1 o)) ~ —aZlogal to(l)) ~ o\ T o) percul f
ha ordine di infinito 1.
) 14zt 4o@?)—1—-xz+o(x) —z(l+o0(1) 2 . or oui N

ordine di infinito 1.

(16) Siha f(z) = L+zto( ):;21 tzto) = 2z(1 ;—20(1)) = ;(1 +0(1)), per cui f ha ordine di

infinito 1.
, 1 1 1/z(140(1)) ; -
(17) Siha f(z) = exp (? log(1+ x)) = exp (Ex(l + 0(1))> =e , per cui f non ha ordine
di infinito.
(18) Si ha f(x) = exp <e2x log

ma f non ha ordine di infinito.

2(1 + 0(1)) _ 2z 2 _ —e*Tlogx(1+o(1))
m) = exXp (e log ;(1 + O(l))) = e — +OO,



. x%:nﬁ‘ sin (14 o(1)) + 1,2—2 logz 1sind(1+0(1)) + x% logz % logz(l+o(1))
(19) Siha fle) = M) T 20 T o) z(1+o(1)) T z(lto(1)

2
— logz(1 4 o(1)), per cui f non ha ordine di infinito.
x

Svolgimento esercizio 6

1+0(1))

2
(1) Siha f(x) = 7 = x(1+o(1)), per cui f ha ordine di infinitesimo 1.

(2) Siha f(z) = %0(1)) = z(1 + o(1)), per cui f ha ordine di infinitesimo 1.
(3) Siha f(x)= %0(1)) z(1+ o(1)) = 2%(1 + o(1)), per cui f ha ordine di infinitesimo 2.
$22(1+o(1
(4) Siha f(x) = g1 +oll)) = %x(l +0(1)), per cui f ha ordine di infinitesimo 1.
x
(5) Siha f(x)= w(l;i\/z_j(l)) = %\/E(l +0(1)), per cui f ha ordine di infinitesimo 3.

(6) Siha f(x) = |z|, per cui f ha ordine di infinitesimo 1.

23(1+ o(1))

(7) Siha f(x) = = 2%(1 + o(1)), per cui f ha ordine di infinitesimo 2.

z? 0
(8) Siha f(z) = % =x(1 + o(1)), per cui f ha ordine di infinitesimo 1.
2?4+ z(l+o(1)  z(l+4o0(1) 1

(9) Siha f(x) =

di infinitesimo.

(140(1)), per cui f non ha ordine

rlogz +22(1+0(1))  xlogx(l+o(1)) logz

. _ 1+ +o(x) — 14 122 + o(2?) z(140(1))
(10) 81 ha (@) = — o SOy T2 1oy VAl +o(l)

ordine di infinitesimo %

= V(1 + o(1)), per cui f ha

1 log |1
(11) Si ha f(z) =1 —exp (7loglloga:\) = M(l + o(1)), per cui f non ha ordine di

| log x| | log x|

infinitesimo.
(12) Introdotta la variabile z = 2 — 1 — 0, si ha f(x) = f(1 + 2) = zlog(1 + 2) = 22(1 + o(1)), per
cui f ha ordine di infinitesimo 2.

: 2
(13) Introdotta la variabile z = z — 2 — 07, si ha f(z) = f(2+4 2) = sin vz + 2

Yz 4+1—cos(2m + 7m2) -
14 o0(1)) + 22 1+o(1 . . T
\4/\/;5_ %ﬂ;);)i 0(;) = 2‘*/@21 +ZE1§; = /z(14 o(1)), per cui f ha ordine di infinitesimo *

I
(14) Introdotta la variabile z =  — § — 0, si ha f(z) = f(z +z

2
1.2
“1:2(1 4 0(1 1
2° (2 o)) = —Zz(l +0(1)), per cui f ha ordine di infinitesimo 1.
z

>_Sin(%+z)—1 _cosz—1
2z 2z




2 2

(15) Siha f(@) = —= +1+\/$_13 $(1+o(1)):

per cui f ha ordine di infinitesimo 5.
1(1+o(1) 1
(1 +o(1))  ab

1 1
rmd o) o TW) = EE

(1+0(1)),

(16) Siha f(z) = (14 0(1)), per cui f ha ordine di infinitesimo 5.

(17) Siha f(z) = cos <\/E+_—\}m> —1=cos (2\/_(14-0(1))) —-1= —% %(14-0(1)) = _8%:(1+
0(1)), per cui f ha ordine di infinitesimo 1.

522(1+o(1)) 1) 1001 - o
Pl+o(1)) F(A+o() 7z

(18) Siha f(z) =
1.

(140(1)), per cui f ha ordine di infinitesimo

0

Svolgimento esercizio 7
S . - . 1 (@) . T
(1) Sihasin (277\/ n? + \/ﬁ) = sin (2rnV1+n=3/2) =sin <27m<1+ 5 (1+0(1))) > = sin <ﬁ(1+

0(1))) — 0, dove in (a) si & usata la periodicita della funzione seno.

) . /n*(n—1)-3 ) 3m (a) . 3m 3
(2) Sihansin (TT{) = nsin (—?—Fn(n—l)ﬂ) = nsin (—?) = n( - >(1+0(1)) —
—3m, dove in (a) si & usata la periodicita della funzione seno.

(a)

. n (T . Iy . Iy
(3) Si hla (2" —n!) sin <§+arctg(n!)) = —n!(140(1)) sin (ﬂ—arctg ﬁ) = —n!l(140(1)) sin <arctg H)
—n'( >(1 +0(1)) = —1, dove in (a) si & usata la relazione arctgz = I — arctg(L), vV > 0.
n!

. (@) 3 1 . 1
n_n! N) = —n! R — ) =n! — ) =
(4) Siha (3"—n!) cos (r+arctg(n!)) n!(1+o(1)) cos ( 5 arctg n!) n!(14o0(1)) sin (arctg n!>

1
n'< >(1 +0(1)) — 1, dove in (a) si & usata la relazione arctgz = § — arctg(), Vz > 0.
n!

. n" 4+ 2.n 2r\  n"TH(1+0(1) 2 ~ n(l+o0(1) 27 B
(5) Siha 1)yt 2nn 8 (;) S o)t —(L+o(1)) = [ —(1+0(1) =
2m(1 4 o(1)) 27 27e

e l(1+o0(1)+2 "el14+2 1+2¢

. emtloen 4 ngin(n!) 2my\  n(e" +sin(n!)) 27 _ne B
(6) St — o 8 () = Gt o) w (O = oy (o) =
2:”(1 +o(1)) — 2?”
(7) Si ha cosn -log <1 + %) = CO:Ln(l +o0(1)) = 0.
) i 920 _log(e)(1+o1) _n(1+o(1))

n

(9) Si ha log (1 + %) =

’I’L
n!

(1+0(1)) — 0.



log(3" + ")  log(n"(140(1))) nlogm(l+o(1)) . logﬂl

(10) 81 ha —=—="— = on - on 2
., log(4™ + ") log(4™(1+0(1)))  2nlog2(1+o(1))
(11) Si ha 2n+logn  2n(l1+4+o0(1))  2n(1+o(1)) — log2.
(12) Si ha B+nl+7")(n+n) n!(140(1)) - n(1+ o(1)) 1 (1+0(1)) - 0.

(2-n!+3)log(1+n")  2-nl(1+4o0(1)) -nlogn(l+o(1)) 2logn

() = (1)

(13) Si halog(n+ vn?+1) —logn = log — log 2.

1 n n
14) Sihalog(n—v/n? —1)+logn = log ( ———===—=)+logn =log ( ———=—=) =log ( ——F
( )1 ) &l )+log g<n+\/n2—1> s g<n+\/n2—1) g(2n(1+0(1))
—log 2.
.. log(n?+1)—logn 3/2 2 _logn(1+o0(1)) ,
(15) Siha og(2n) (n*+n*?logn—2y/n) = logn+log2 (1+0(1)) = g n(1 1+ o(1)) " (1+
0(1)) = n*(1 + o(1)) — +oc.
- log((n+6)) ~log(n! +n7) _ log T log(n®(1+o(1) 3
(16) Si ha — = = 2
log(6n® 4 sin &) 8logn(l+o(1))  8logn(l+o(1)) 4
(17) Si ha 271 — 2Vn#=T — VP =T gnil-vni-1 _ 1). Poiché n +1 — Vp? =1 = Lot
" n(14+o . n n2— n2— o n(l4+o
AT = o) = Lol siha 27 -2 VR 1) = 200D ()
0.

(18) Si ha V/n3 = ewlosn’ 1,

(19) Si ha 2"t/ —pn = — 2/ = 62n+1 logn 1.

(20) Siha ¥/n2 + 3 = ew o8 +3) 5 1,

(21) Siha /27 n2 = en 108(2"+n?) — glog2(1+0(1) _, 9

(22 Intanto v/ n + n—\/ﬁ = \/n+ﬁ+\/7 = 2\/,(\1/_?0(1)) — l :[I'loh;re7 M — e%log(2n+1+n2) _
elog2(1+o(1)) _y 9 Quindi (\/ﬁ —/n) Y2+t 4 n2 1.

50 (2B o (o1 50) oS

3n+4 3n+4 3 2
0(1))> 0.
0 50 (D o G2 - G 20 oS
0(1))> Sl
(25) Si ha <221?>n = exp <nlog<§21?)) = exp <n10g<g(1 + 0(1)))) = exp <nlogg(1 +
o(l))) — 4-00.

(26) Siha (V2—1)" = exp (n log(¥/2 — 1)) (n log o(1 )) — 0. Oppure, poiché 0 < ¥V2—1 < %,

:(\/}E " <27 = 0.
(27) Si ha <1 + %)nn = exp (n"log(l + >) < %(14—0(1))) — +00.

definitivamente, si ha, definitivamente, 0 <



(28) Si ha <1 + n—1n>n' = exp <n! log(l + %)) = exp (n! : in(l + 0(1))) — 1.

n
(29) Poiché n" = o((2n + 1)), e n™ = o((2n + 2)") [in quanto, ad esempio % = exp (n

log T’L) = exp (nlog< >> (— nlog2(1 + 0(1))) — 0], si ha @n+1)* 4 n" =
n+

(2n + 2)7 — nn
L B

1+ 0(1))) 1+ 0(1)) — e—1/2.

2n + 2

2n +2
(30) Si ha n?(2n + v/n)Y/" — cos(n®) = 2n<1 + %) v cos(n®) = n?(1 + o(1)) — cos(n?) =
n?(1 + o(1)) — +oo, poiché (1 + \1/_)1/" = enloaltam) g
(31) S b (4n" — (4 1)) = nfa - (YN S e o(1) 7 = (14 o)  +oc,

poiché 1 < (4 — e+ o(1))/7 < 41/7 - 1.

(32) Siha ((n+1)"" — nn+1)l/n = nQ/ﬁ{ (n j; 1)n+1 - 1}1/n = n(1 4 o(1))(e + o(1) — )Y/ =
n(1 + o0(1)) = +oo0, poiché 1 < (e — 1 + o(1))/"* < /™ - 1.

) (n? —1)" Sin(”:;fl) B n**exp (nlog(l — #)) sin (3(1+ o(1))) V2
(33) Si ha (n —2)2n —|—arctg?n! 1_ 27— n2nexp (2nlog(1 _ g)) T %4(1 To)) 5 eXP <n( _
ol
%)(1—1—0(1))—2n(—%)(1+0(1))>(1+0(1)) Y241 4 o(1)) - \/5.
(34) Sih Bn2” — 2+ )72 4 4n” (3 -(1+5)7) + 40 B—edo1)?+4n
L (n2 +5)20% 4 6(n2)n*+n (1+ %)2 4 Gn2n?tn exp (2n2log(1l+ ) + 62t

3—e)?+0(1) . (3 —e)?
exp (222 (1 + o(1))) + 6n =20 +n el
(35) Si ha ((n + DN2((7-n)3/™ — 1) _ (n+1)?"(n!)?" {exp (2 log(7 - n!)) — 1} _
”2”(10%2(?1%6%((72;)2”:;(+ ”2)( )} s ("')2: )1((1 +O((1))))} ?
_ n-+1\2n(n! "mog -n(1 + o1 B 3log(n!)(1 + o(1 e
- ( n ) Glog(n!) - ()2 =11+ o(1)) e*(1+o(1) 6log(n)(1 +o(1)) 2
(36) Siha log((n)?)((n!)*™* +n®)  2log(n!) - (n!)**~1(1+ o(1)) _2log(n)) - (n!)3n=1(1 4 o(1)) _
(n1)>((8-nh)2/m —1)  (nl){exp(Zlog(8-n!)) =1} (n)*{Zlog(8 n!)(1+o(1))}
2log(n!)(1+0(1))} o
2log(n!)(1 4+ o(1)) )
n3"log((n!)?)(n!)3"1 B 2n3" log(n!) - (n!)3n—1 B
((n+ 1)H37 +n3)((8 - n!)2/nt — 1) N (n 4 1)37(n)3"(1 + o(l)){exp(% log(8 - n!)) — 1} N
_/ono3e 2log(nl) - ()T (14 0(1) 2log(n!)(1+ o(1)) 1
N <n + 1) (n!)3n{Z log(8 - n!)(1 + o(1))} =<1+ 0(1))210g(n!)(1 +o(1)) T
(39) Per ognin € N,n > 2 sihal < (n—1)! <nl <n" percui 1 < ((n— 1))/ < pl/n* =
exp(log”) — 1, ciot ((n — 1))¥/"* — 1. Alternativamente, per la formula di Stirling si ha ((n —

(37) Si ha

10



DY — esp (log((n - 1)!)> e (log((n — D tel M /2a(n — 1)(1 + o(1))) ! <(n _

= exp {_
7’L3 n3 n3

1)log(n —1) —n+1+ %log(n -1)+ %log(%r) +log(1 + 0(1))) } — exp (nlogn(rlb;- 0(1))) N

(40) i ha {2F DYV — ((n =YY" (=YY (02 )V —1)

y W) log(n* +n) tzg(#) , 4log(n) - 2—7113(1 +0(1))
~n?(1+o(1 log(n® +n) ~ n°(1+0(1)) 2logn(l+0o(1))
~ 2logn {exp( n3 ) _1}_ 2logn n3 -1

log(n!)  log (n™e "v2mn(1 + o(1 logn —n + 2 log(2 1
(38) Per la formula di Stirling si ha og(n!) _ % (n c 1+ of ))) _noen n+ 3 log(2mn) + o(1) —

nlogn nlogn nlogn
nlogn(l+o(1))

nlogn

— 1.

11



Analisi Matematica I
Calcolo differenziale e applicazioni

Esercizio 1. Stabilire se le seguenti funzioni sono derivabili in zg = 0.

(1) f(x) = z|z|

(2) f(x) =|z|sinz

(3) f(x) = |zsinz|

(4) f(z) = zsin Vx

(5) f(z)=(e"—1)sinJz

(6) f(z)=e" —1|sin V/x
Ry ¢ #0

(7) f(x) = {Og( T

O T = 0
9) f(z) = |log(1 4 z)|*/?|z|>/*

x2sin% x#0
0 :1;‘:0

(8) f(w):{mg(%f) x#0

(10) f(z) =

(11) f(z) = z/|z|

3 T 75 0
=1
(12) f(z) {O o
(13) f(z) = /|sin®z|
(14) f(x) = |z|cosz
(15) f(x) = Vx|
sin? |z| T
(16) f(2) = {Of jjo
\lgeﬂ z %0
(17) f(=) = { Ve
0 T =
(18) f(z) =4 Vil
0 T =
. rsinl 2z #0
(19) f(fc)—{o o

Esercizio 2. Determinare I’equazione della retta tangente al grafico di f nel punto xzg.

(1) flx)=2"*  xp=1



(2) f(x)=loglogz, To=¢€

1
(3) $6) = 1o

(4) f@)=sin(e™ ), 29 =1
(5) f(xz) = arcsin(logz + 1), Ty = é

(6) f(x)=log (Sin (g + arcsin a;)) , x0 = %

(7) f(x) = arsinh(1 + sinh z), x90=0

Esercizio 3. Determinare estremo superiore/inferiore di f nell’insieme A indicato.

(1) f(z) :$3+g$2—6$—|—1, A=1[-2,3]

@) f@)=lof*+ 20 ~6z+1,  A=[-23

LU2 €T
6) f0 =250 A=y
xz— T
) fy= "2 L A=y

Esercizio 4. Tracciare il grafico delle seguenti funzioni specificando: dominio, eventuali asintoti,
punti di massimo/minimo relativo, intervalli di crescenza/decrescenza. Studiare il comportamento
della funzione negli eventuali punti di non derivabilita.

) 1) =251

@) fla) =L

@) 1) =S

(@) fle) = a? - 32
6) fa)= V=

(6) f(z) = Va® —3a?
1) @)= | -2



9) f2)=

(10) f(x) = (a* + 12x)e=2/"
(1) f(x) = zeris

(12) f(x) = |zlerts

(13) f(x)

(14) f(x)zarcsin( = )

Ir“ — T

(15) f(@) = arcte (108 ()

(16) f(@) = arcte (zexp ()
a7 fla) = 4 .

= — +
sinx COS T

(18) f(x) =sin (:v?;—kl)

Esercizio 5. Tracciare il grafico delle seguenti funzioni specificando: dominio, eventuali asintoti,
punti di massimo/minimo relativo, intervalli di crescenza/decrescenza. Studiare il comportamento
della funzione negli eventuali punti di non derivabilita. Determinare eventuali punti di flesso, e
intervalli di concavita/convessita.

(1) fla) = S

@) fa) = Lt

® )=

(4) f(z) =z —log(a® +z +1)
(5) f(x) = x| —log(a® + = + 1)
(6) f(z) = (a® +a)e" ™!

(7) f(2) = (a® +2)e @D

(8) fla)=emh

(9) f(x) = emia

(10) f(x) = arctg(1l — z?)



(11) f(x) = arctg(l — %) + arctg(ﬁ)

Esercizio 6. Determinare se le seguenti funzioni sono iniettive. In caso affermativo, determinare il
valore della derivata prima della funzione inversa nel punto (zg,yo) specificato.

) ( ) e:cs + 2earctg(3:c) —1, (0’ 2)
2) f(z) =log(z® +2* +e), 2 >0, (1,1o0g(2+¢))
3) f(x)=+vV1—x—cosu, (0,0)

4) f(z) =e** —22%,  (0,1)
(Suggerimento: tracciare il grafico di f’.)

(1
(
(
(

22
(5) f(z) = CHE e’ +1, (0,0)

(Suggerimento: tracciare il grafico di f'.)

Esercizio 7. Determinare lo sviluppo di Taylor, di ordine n e centro xg indicati, delle seguenti
funzioni.

(1) f(:n):cosx—e_x2/2,n:6, xog =10

(2) f(a;):log(zx;—l)—log(m;—2>,n:4, xg =1
(3) f(z)=cosxlog(l4+ 2%, n=6,120=0

(4) f(z) =log(l + x)arctgz —zsinx, n =5, g =0
(5) f(z) = (e_x —cos(x\/_)) ,n=28,x9=0

(6) f(x) = 2*(log(1 + 2))? — cos(2x), n =6, 29 = 0

(7) f(z)=sin(@?+2%),n =8, 290=0

(8) f(z) =2log(cosz) +sina?, n=4, 29 =0

(9) f(z) = (arcsin z)* 4 2log(1 — sin®x), n = 4, 9 = 0
(10) f(x) =sin <g:p> — log sin <g:17>, n=4,zy=1
(11) f(x) = /1 —sin(x2?) — cos(2z), n = 6, 2o = 0

(12) f(z) =2t n=4,290=1

(13) f(z) = 3cos (sin(2x) — 2log(1 + x)), n =6, z9 =0
(14) f(x):exp(x log(1 + z + 2 )) +xsinz, n=>5, x9 =0
(1) (@) = Ty n = 6,00 = 0

(16) f#) = ——.n=6, =0

(17) f(x) = cosh(z — 2?) —log(1 — %), n =5, 20 =0
(18) f(z) =log(l 4+ xsinhz), n =6, 29 =0



Esercizio 8. Calcolare i seguenti limiti.

2
. e —cos(v2x)
1) 1
W) 20 23 sinz
@) Tim V2 e
im
a—0  xP(arcsinz)3

2?2 —sin?x

lim ——— ~—— ~
(3) mli% 3}3(690 — CoS :E)

x?(arcsinx — x)

) ilg% sin®x — 23
(5) lim S22 = loB(1 +2%)

z—0 2?2 — rarcsinz

. log(1 4 2%) —sin’z
6) 1
©) a0 22 arctg(x?)
() tim & 1= wlog(1+2)
=0 tg?x log(l + )
(8) 1im S@?) — (log(l +2))* — o7
2—0 x? arctg(z?)
. sin(6x) — 6z 67
9) 1
®) 250 x3(arctg )2
. log(l+2)—z
10) lim ———— —
10) = ez -1

. arctg(log(1 + 22)) — 22
() fm p

sinz — x — log(cos x)

(12) lim i
z—0 rsinz

(13) lim (sinz — log(2cos z))log(1 + sinz)

z—0 sin

x sin(2x)
r _ sinx
(14) lim ¢
z—0 tgx —x

T——+00

(15)  lLim <3332 log (1 + é) — 22 + (2% + x) log (1 - i))

16 m 2 2 3
i Z_
(16) lim =z <1 cosx xlog(|+_3)+x5>

T——+00

et — 4eVT 4 3¢V

i
1 logz —x +1

. (m—x)? — 8+ 8sin(z/2)
(18) g%l—HJr 4COS2($/2) N (ﬂ' — 33‘)2

. log(1 4 2?) — sinh(z?)
19) 1
( 9) wlg%] $2(arctg x)z




(20) lim log(1 + %) — zsinh(z) + 22*
z=0 (arctgz — x)?2
(21) lim V1 + 22 — cosh(x)

z—0 (er — CoS 1])2

Esercizio 9. Calcolare il limite per n — oo delle seguenti successioni.

1) a, = (\/m—n)<3n2]og(1+%) —2n+(n2+n)10g(1_%))
evmt(-saava(11 2]+

1
(3) an:n?’dE_n?»_n
n
n+1 1 1
) o= oot
)

(arctg L — 1)(sin L 4 ™
(5) an = n_n n

e % — cos

(14 2)” 4 V@

1

n

(6) an = e2n _ gnarctgn
(7) an = (n+n)" + (n+2)" + 3n!
(n+4)"(eVrHl 4 2vn)
R (O i VR 2
n (n+logn)*(1+logn)
(0) a, = S ()" + GV F2)"
((n+ D+ 1" +1)
n —logn + 2)"(n + loglogn)"
(10) ap = & (n2f5log7z)75—(n2g+ ;;)n)
(11) a, = (2+n1/n)n(€/\/ﬁ+2— Yvn+1)
(1 + 27/n)n 4 (1 4 logn)losn
(12) ap = (24 8l/nyn _ 2. 3n
(3nl/m + 5)m(V/n? +2n — n?/m)
(13) an = (3" — cos(%))”z
(@ o L)’



Analisi Matematica I
Calcolo differenziale e applicazioni (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1

(1) Siha f'(0) = lim, o = olal _ = lim, 0 |z| = 0, e quindi f & derivabile in zg = 0.

(2) Siha f/(0) = lim,_0 W% = lim, 0 |z|(1 + 0(1)) = 0, e quindi f & derivabile in zy = 0.

(3) Siha f/(0) = lim,_, M = lim,_o w = lim, yosinz = 0, e quindi f & derivabile in x¢ = 0.

(4) Siha f/(0) = limg_0 zsin ‘[ = lim, 0 sin /7 = lim,_,o V/2(1 4+ 0(1)) = 0, e quindi f & derivabile
in xg = 0.

(5) Siha f/(0) = lim, o E=DIYVE _ Jiny o sin 2 (1 +o(1)) = lim, 0 YZ(1+ 0(1)) = 0, e quindi
f & derivabile in zg = 0.

(6) Siha f/(0) = lim, o [=MYE iy Blgin §2(1 4 0(1)) = im0 Z§Z(1 + 0(1)) = 0, e
quindi f e derivabile in zy = 0.

(7) Siha f/(0) = limy 0 sty = liMes0 mbsmy = meso Sz](1+ o(1)) = 0, e quindi f &
derivabile in xy = 0.

(8) Siha f/(0) = lim,_,o ﬁfﬁ-x?) = lim,_q 962(%20(1)) =1, e quindi f & derivabile in xy = 0.

(9) Si ha f/(0) = lim, o HosQra Py P00 iy g 1/4(1 1 0(1)) = 0,
quindi f e derivabile in zy = 0.

(10) Si ha f’(0) = limg—
(11) Si ha f/(0) = limg_ x\/m = lim, 0 +/|z| = 0, e quindi f & derivabile in 2y = 0.
(12) Si ha f/(0) = limg_ \/_ = lim,_,o V22 = 0, e quindi f & derivabile in zo = 0.

2 1
X~ s — . . . . N . . .
z — lim,_,q xsm% =0, e quindi f & derivabile in xy = 0.

(13) Si ha f/(0) = lim, 0 7”5;;96‘ = lim,_, M = lim,_,g x‘ VI|z|(1+0(1)) =0, e quindi f
¢ derivabile in zg = 0.

(14) Si ha f}(0) = lim,_,o+ lxlc% = lim,_,o+ %(1 + o(1)) = £1, e quindi f non ¢ derivabile in
xg = 0, e tale punto e angoloso.

(15) Si ha f/(0) = lim,_,o+ @ = lim, o+ %ﬁ = 400, e quindi f non e derivabile in zy = 0, e

tale punto e di cuspide.

(16) Siha f(0) = lim,_,o+ sin’ ol _ = lim,_,o+ w = lim, o+ -

(14 o0(1)) = £o0, e quindi f

ozt Jx
non e derivabile in g =0, e tale punto & di cuspide.
(17) Si ha f/.(0) = lim,—0 E \/5‘ = lim,_,o+ % lim, o+ Iil \}_(1 +0(1)) = +o0, e quindi f

non ¢ derivabile in x¢g = 0, e tale punto e a tangente verticale.

(18) Si ha f4(0) = lim,_q¢ Vm'%/‘g‘ — lim,_ge \/f%’(” = lim, gx 2L (1 4+ 0(1)) = %00, ¢

quindi f non & derivabile in zg = 0, e tale punto e di cuspide.

(19) Si ha f}(0) = lim,_,o+

o1
x sin — . . . . N . . .
z = lim,_,o+ Sln% =3, e quindi f non & derivabile in zq = 0.




Svolgimento esercizio 2

(1) Siha f(z) =e= 21087 her cui f(z) = eilog“’cl_i#, f(1) =1, f’(1) =1, e quindi la retta tangente
ey=14+(x—-1)=u=.

(2) Siha f'(z) = @, f(e) =0, f'(e) =1, e quindi la retta tangente ¢ y = 1(z —e) = £ — 1.
(3) Siha f'(x) = m, (e) = 3, f’(e) = 2, e quindi la retta tangente ¢ y = 1 + L(z —¢) =
£_|_l‘
4e 4

(4) Siha f'(z) = 4ze2 T cos(e22*+1), f(1) = sin(e3), f/(1) = 4¢3 cos(e?), e quindi la retta tangente
&y = sin(e3) + 4e3 cos( H(x —1).

(5) Siha f'(z) = \/W’ f(2) =0, f'(2) = e, e quindi la retta tangente ¢ y = e(z—1) = ex—1.

(6) Si ha f'(z) = cos( g tarcsing) f(3) = log @, f'(3) = —2, e quindi la retta tangente &

sin(Z +arcsin z)v1—22’

yzlog@—%( —%)z—gzlt—l—l—l—log@.

: ! _ coshx . . / _ 1 . . .

(7) Si ha f'(x) = By FugET f(0) = arsinh 1 = log2, f'(0) = 75 © quindi la retta tangente &
Yy = log2 + E

]

Svolgimento esercizio 3

(1) Siha f/(z) =32 +2—-2) e fl(z) =0 = z=-2¢ A° Vo =1¢€ A° per cui i punti di
massimo e di minimo si trovano nell'insieme {—2,3,1}. Si ha f(—2) = 11, f(3) = 4L = maxy f,
fa) = —% = ming f.

(2) Siha f'(z) = {3(”52 +r-2), 0<z<3,

e fl(lz) =0 < z =1¢€ A° per cuii punti di
32 —2+2), —2<x<0, J(@) P P

massimo e di minimo si trovano nell'insieme {—2,3,0,1}. Si ha f(—2) = 27 = max4 f, f(3) = &,
f(0)=1,f(1) = =5 = mina f.
, 0<a <2,
(3) Si ha f'(z) = 3@ per cui i punti di massimo e di minimo si trovano
_W, _1 < ':U < 07

nell’insieme {—1,2,0}. Si ha f(—1) =1, f(2) = V/2 = maxu f, f(0) = 0 = miny f.
2x, O<a <1,
(4) Siha f'(z) =40, x =0, per cui i punti di massimo e di minimo si trovano nell’insieme

2z, —2<x<0,
{—=2,1,0}. Siha f(—2) = -4 =ming f, f(1) =1 =maxy f, f(0) =

il )<z < 3,
(5) Siha f'(z) =< 0 efl(x) =0 <= 2=1+v2€ A° Vo = —-1—-2¢ A°,
z°4+2zx—1 —2< <0
((E2+1)2 bl 9
per cui i punti di massimo e di minimo si trovano nell’insieme {—2, 3,0,1+ \/5} Siha f(-2) = g,
£(3) =28, f(0) = 0=ming f, f(1+v2) = 52 = maxy f.



3(x2+4x—4)
W’ O<zx< 3,

(6) Siha f'(z) = ¢ _g2"

(g§+4)§), —2<x<0,
per cui i punti di massimo e di minimo si trovano nell’insieme {—2,2, —1,—v/2,V/8 — 2}. Si ha
F=2) =1 f2) = =L f(=1) = 2 = maxa f, f(—v2) =1L, f(/B—2) =1 — 32 = miny f.

d

e fllr) =0 <= 2=/8-2€ A° Vo= —2¢c A°

Svolgimento esercizio 4

(1) Sia f(z) = 2;”22;11. Si ha dom f =R, f & continua, e pari. Per 2 — 400, si ha f(x) = % =
2+ o(1), per cui y = 2 ¢ asintoto orizzontale di f, per x — +oo.
2 _ 2
Inoltre, f/(z) = LA 2D o > 0 e 22 0.
Figura 1: Grafico per 'esercizio 4 (1)
Allora, x = 0 ¢ un punto di minimo relativo. Si ha f(0) = —1.

Il grafico e riportato in figura 1.

(2) Sia f(x) = 22427 Gj ha dom f = R\ {:l:%}, f & continua, né pari né dispari. Per x — +o0, si

22%—1"
ha f(x) = % = (1 +0(1)), per cui y = % & asintoto orizzontale di f, per x — +oo. Per
1\t _ o 3=V24o(l) 9Bl 1
r—= (_E) st ha f(z) = (—2—21-0(1))(\/§m+1) T4 Ve
1
fla) = 22l 2vEe 1 (g 4 (1)) 5 doo.

T to()(V2z—1) 4  V2z-1

Inoltre, f(r) = GHALE it _ S 2l <0 = o e dom .

(14+o0(1)) - £oo. Per x — (%)i, si ha

.
- — — — A\ — — = =
[ [

Figura 2: Grafico per 'esercizio 4 (2)

Il grafico & riportato in figura 2.



(3) Sia f(:t)—gc—zﬂ Si ha dom f =R, f & continua, e pari. Per z — +o0, si ha f(z) = %:

1+ 0(1), per cui y =1 & asintoto orizzontale di f, per x — +o0.

—z242x+1) >0
Inoltre, f/(z) = { L&D "percui f/(z) >0 < z € (—00,—1—+2
z?42x—1)

W, r < 0,
ha poi f1(0) = lim, o+ f'(z) = £1.

U (0,1 ++2]. Si

-1-v2 1+V2

Figura 3: Grafico per l'esercizio 4 (3)

Allora, x = £(1 + +/2) sono punti di massimo relativo, mentre 2 = 0 ¢ un punto di minimo relativo
ed & angoloso. Siha f(0) =0, f(£(1+V2)) = %
Il grafico e riportato in figura 3.
(4) Sia f(x) = 2% — 32%/3. Si ha dom f = R, f & continua, e pari. Si ha, per x — oo, f(z) =
22(1 4 0(1)), per cui f non ha né asintoto orizzontale, né asintoto obliquo, per x — +oo0.

Inoltre, f'(z) = 2z — 3%/5 = (45//; VD> e z¢ [—1,0) U [1,400). Si ha anche f(0) =
L4/3_
hmm—)Oi f ($) 1mx—>0i 2(37\/51) = F00.

Figura 4: Grafico per 'esercizio 4 (4)

Allora, x = —1 e z = 1 sono punti di minimo relativo, mentre z = 0 & un punto di massimo relativo
e di cuspide. Si ha f(0) =0, f(£1) = —2.
Il grafico & riportato in figura 4.

(5) Sia f(x) = Yz i ha dom f = R\ {—1}, f & continua, né pari né dispari. Per z — +oo, si

z+1
ha f(x) = ;—\ﬁ = m = o(1), per cui y = 0 ¢ asintoto orizzontale di f, per z — +oo. Per
r— (—=1)*, siha f(z) = _:c_+1(1 + 0(1)) — Foo, per cui x = —1 ¢ asintoto verticale di f.



Inoltre, per ogni x € R\ {—1,0}, si ha f'(z) = EsyE = 3G
(=00, =1) U (=1, 3]. Si ha poi f'(0) = lim, o f'(2) = limg 0 54751 + o(1) = +oc.

1,.-2/3 _3
32 2P (a+1)— V= 12z _ >0 -

Figura 5: Grafico per 'esercizio 4 (5)
Allora, x = % e un punto di massimo relativo. Si ha f (%) = %.
Il grafico e riportato in figura 5.

(6) Sia f(x) = V23 — 322, Si ha dom f = R, f & continua, né pari né dispari. Per z — o0, si ha
fl@)=Vad =322 =2{/1-3 =2(1-L+0(L)) =2—1+0(1), per cui y = x — 1 & asintoto obliquo
di f, per x — +o0.

Inoltre, per ogni 2z € R\ {0, 3}, si ha f/(x) = ﬁ% >0 <= z€(—00,0)U[2,3)U(3,+00). Si

—2z(1+0(1)) a—2 =400, ciot x =0 ¢

ha pOl f:,t(O) = limm_>0:l: f/(x) = hmm_>0:l: m = hmm_>0:l: %(1+0(1))

un punto di cuspide, e f}(3) = lim,_,3+ f/(x) = lim,_,3+ 94/3@_3;)';/(;()14_0(1)) = +o00, cioé x = 3 & un

punto di flesso a tangente verticale.

Figura 6: Grafico per l'esercizio 4 (6)



Allora, x = 2 & un punto di minimo relativo, mentre z = 0 € un punto di massimo relativo. Si ha
f(0)=f(3)=0,e f(2) = —V4
Il grafico e riportato in figura 6.

(7) Siaf(a;):,/‘ggc| 2. Si ha dom f = (—o0,—V/3) U \/_—\/\/_—1 \/\/_—1\/_

(V/3,400), f & continua, e pari. Per x — 400, si ha f(z) = \/% = \/w =

z2-3 z2-3
22 + %ﬂ =x,/1+ 52%"2% = x(l + gf(z—;g‘j—g)) =z + o(1), per cui y = x & asintoto obliquo di f,
per x — +00, e, di conseguenza, y = —x & asintoto obliquo di f, per £ — —oco. Per z — /3, si ha

flx) = \/m(l +0(1)) = +o0, per cui x = /3 & asintoto verticale di f.

442226 \/\/77_
T, € 7—1,V3),
Inoltre, per ogni z € dom f N (0,+00), si ha f(x) = 3’ | ) per cui

P26 g e (V3 +00),
fl(x) = (2 6) per cui f'(z) >0 < =z € (\/ﬁ, V3) U
(z2—3)3/2/2% 22216’ € (\/37 +00),

(v/6,+00). Si ha poi f,(VV7—1)= 1imx_>(m)+ f'(x) = +o0.

z3(6—22 /
(3—:(:2)3/2\/:044)-2:02—6’ T € ( \/7 -1, \/g)’

Figura 7: Grafico per l'esercizio 4 (7)

Allora, z = £+v/V7—1 e z = 4+v/6 sono punti di minimo relativo. Si ha f(i\/\/?— 1) =
J(£v6) = V0.
Il grafico e riportato in figura 7.

(8) Sia f(x) =a?(log%— 1)2. Siha dom f = (0,+00), f € continua, né pari né dispari. Per x — +o0,
si ha f(z) = 2%(log x)?(1 + o(1)), per cui f non ha né asintoto orizzontale, né asintoto obliquo, per
x — 4o00. Per z — 07, si ha f(z) = 22(log z)2(1 + o(1)) — 0.

Inoltre, per ogni x € (0,+00), si ha f'(z) = 2z(log %—1)2+$2-2(log%—1)% =2zlog%(log%-1) >
0 < € (0,4) U (4e,+00). Si ha poi lim,_,o+ f/(z) = lim,_,o+ 22(log z)?(1 + o(1)) = 0.

Allora, x = 4 & un punto di massimo relativo, mentre 4e ¢ un punto di minimo relativo. Si ha
F(4) =16, f(4e) = 0.

Il grafico e riportato in figura 8.



4e

~0

Figura 8: Grafico per l'esercizio 4 (8)

(9) Sia f(z) = m+2 Si ha dom f = R\ {2}, f ¢ continua, né pari né dispari. Si ha

g2

= +o00

lim
z——2%+ & + 2

—xz2

e
lim
x—too x + 2

per cui y = 0 & asintoto orizzontale di f, per x —> +o0.

Inoltre, f'(x) = —2HEEea® = _2tleile—s® > 0 e pe [-1— %2, -1+ 2],

(z+2)° - (z+2)°

T~

Figura 9: Grafico per l'esercizio 4 (9)
—14 2

Allora, x = —1 — @ ¢ un punto di minimo relativo, mentre x = ¢ un punto di massimo
relativo.

Il grafico e riportato in figura 9.

(10) Sia f(z) = (2® 4+ 12z)e=%/*. Si ha dom f = R\ {0}, f & continua, né pari né dispari. Per
x — Fo00, si ha f(x) = 2%(1 + o(1)), per cui f non ha né asintoto orizzontale, né asintoto obliquo,
per x — +oo. Per z — 0%, si ha f(z) = 12z¢=2/*(1 + o(1)) — 0, mentre per z — 07, si ha
f(z) = 12ze2/*(1 + 0(1)) — 400, per cui z = 0 & asintoto verticale di f.

Inoltre, per ogni z € R\{0}, siha f'(z) = (2z+12)e™2/* 4 (22 +122)-% L o= 2/w = 22 2e T (24 Tz +12) >
1
0 <= z € (—4,-3) U (0, +00). Si ha poi lim, o+ f/(x) " =" limz_>+oo 24z(1 + 0( )) = 0.
Allora, x = —4 € un punto di minimo relativo, mentre —3 ¢ un punto di massimo relativo. Si ha

f(=4) = =32\/e, f(—3) = —27e*/3.




Figura 10: Grafico per 'esercizio 4 (10)

Il grafico e riportato in figura 10.
(11) Sia f(x) = ze71. Allora dom f =R\ {—1}, f & continua, né pari né dispari. Si ha

_T
lim zez1 = +o00

r—*+00
_x
. rez+l
m4 = lim —e
r—*+00 x
. =z . = . —(1+4+o(1
q+ = lim xestT —ex = lim ex(e:le 1 1) = lim 6%7( ( )) = —¢
r—rFoo x—>Foo x—>Foo x4+ 1
_z
lim ze=tI =0
o (—1)+
_x
lim ze=+ = —o0,
z—(—1)"

per cui f ha asintoto obliquo y = ex — e, per x — +o0.

Inoltre, f’(x) = <1 +x(:(cx+—_|2)_2£>e%+l = w’g—le%ﬂ >0 < € (_007_3"1‘2\/5] U [—3-5\/5 100).

(z+1)
— 0.1
| -
— 0.05
| B
— > 06 -04 -02
A -0
P .
- |
— 0.1
—
/\ | ~0.15
| ~02

Figura 11: Grafico per 'esercizio 4 (11)



Quindi, f & crescente in (—oo, —%) ein (_?’%\/5, +00) e decrescente in (— M ,—1)ein (—1, =345y

Inoltre z =

3+\/E
—% ¢ un punto di massimo relativo, con f(—?’z—‘/g) = —3+—\/ge V5 e x = _35‘/5 e

V5-3
un punto di minimo relativo, con f(%) = %eﬁﬂ. Inoltre, lim,_, )+ f'(z) =
Il grafico e riportato in figura 11, dove & anche riportato il comportamento in un intorno destro di
r=—1.

(12) Sia f(z) = \x!e#l. Poiché ]az\e#l = ]we%ﬂ\, il grafico di f si ottiene da quello dell’esercizio 4

(11).

Osserviamo che asintoto obliquo di f, per x — —oo ha equazione y = —e(xz — 1). Infatti
o1
m_ := lim [=le = lim —e!'toM = _¢
T—r—00 €T T—r—00
@ z —(1 1
g— = lim |z|e=+T +ex = lim e:z:(—eﬂf+1 Ly 1) = lim —exw =e
T——00 T——00 T——00 r+1

(13) Sia f(x) = aurcsmI—Jrl Allora dom f = {x eR:-1< 2zt < 1} = (—00,0], in quanto

22 >0 PRI Kl
%go x < 0.

Inoltre, f ¢ continua, né pari né dispari. Per x — —o0, si ha f(x) = arcsin(1+o0(1)) = 5 + o(1), per

2
cui y = Z & asintoto orizzontale di f, per x — —o0.
Inoltre,
1 z—1—(z+1) 1
fl(x) = = <0,
- (zt1y? (o 12 (z = 1)y/]z]
per ogni z € (—o0,0)
Figura 12: Grafico per 'esercizio 4 (13)
Allora, f ¢ strettamente decrescente in (—o00,0). Si ha f(0) = arcsin(—1) = =%, e f.(0) =

: / _n 1 —
lim, ,o- f'(z) = lim, o~ (@—1)y/]a]
Il grafico e riportato in figura 12.

(14) Sia f(x) = arcsin zlﬁx Allora dom f = {a; ER:—-1< < 1} = (—o0, 158U [M +00),

Ti—x 2 2 0
in quanto
Igis < “"’x;fxl>0 @ [22—2-1>0
1+2x2—:(:>0 — x5x+1>0 > $2—$>O
xr<—x — Tr“—x -



dove in (a) si & usato 2 — z + 1 > 0, sempre.
Inoltre, f & continua, né pari né dispari. Si ha lim, .4, arcsin Plfx = 0, per cui y = 0 & asintoto
orizzontale di f, per x — +o0.
Inoltre,
1 —(22 —1) (1 —2x)|2% — 2| B 1—2x

f/(ﬂf) = 1 (IQixﬁ (:172 — 33)2 - (x2 _ x)2 (x2 _ x)Q —1 N ($2 — x) ($2 — $)2 -1

)

per cui f/(z) >0 <= z € (—o0, 3].

Figura 13: Grafico per 'esercizio 4 (14)

Allora, f & strettamente crescente in (—oo, 1_\/5], e strettamente decrescente in [1+T\/5’ +00). Si ha

2
f(#) =arcsinl = 3, e

1—2x

lim '(r) = lim = 400
x—)(il}‘/g)* f ( ) x—)(ilfg/g)* (l‘2 - $) (l‘2 - $)2 -1
1-2
lim  f(z)= lim < = —00,
s (15 )+ s (58)+ (22 —x)y/(2? —2)? — 1

in quanto (22 —2)?2 —1=(22 -z - D@2 —z+1) =0 < leg\/ﬁ_

Il grafico e riportato in figura 13.

. x N
(15) Sia f(z) = arctg (log (m)) Allora dom f = {z € R : G 0} =
(—o00,—4) U (—4,—3) U (0,400). Inoltre, f & continua, né pari né dispari. Si ha
. o I+o(l)y 7
:BEI:Il:loof(x) - :EE)I:II:loo arctg log < ‘.Z" ) N _57
. . T
m1_1>n£14f(:17) = mli>n_14arctg ( — log (|x + 4|)(1 + 0(1))) = +§,
T
I — 1 te (log (= (2 +3))(1 4 0(1))) = — <,
,im f(e) = lim ) are g (log (= (z +3)) (1 +0(1))) = —5
T
li = i tg (1 1 1)) =—=
lim f(z) = lim arctg (logz(1+0(1))) = -5,
per cui y = —7 & asintoto orizzontale di f, per z — 4oo0.

10



Inoltre,

"oy 1 (x+3)|z+4| (x+3)|z+4| — z(Jz + 4| + sgn(x + 4)(x + 3))
1+ (log(m)f x (2 + 3)2(x + 4)2
~ sgn(z +4)(12 — 2?) 1 12 — 22 1

per cui f/(z) >0 <= z € (—o0,—4) U[-2V/3,-3) U (0,2V/3].

\J

Figura 14: Grafico per 'esercizio 4 (15)

Allora, f ¢ strettamente crescente in (—oo, —4], in [-2v/3, —3), e in (0,2V/3], e strettamente decre-
scente in [—4, —2v/3], e in [2V/3, +00), mentre 2 = —2+/3 & un punto di minimo locale, e x = 2v/3

un punto di massimo locale, e si ha f(—2v/3) = arctglog(7 + 4v/3), f(2v/3) = arctglog(7 — 4V/3).
Inoltre

lim  f'(z)= lim —1+0(1) 5 = Foo,
z—(—4)* = (=D* (z +4)(log |z + 4])
lim f'(z) = lim —1+o(1) 5 = )
z—(=3)~ z=(=3)" (2 + 3)(log |z + 3|)
1 1
lim f'(z) = lim +—0()2 = +00
z—0t z—0t x(log‘x+3’)

Il grafico e riportato in figura 14.
(16) Sia f(x) = arctg <a: exp (

z? — 1)) Allora dom f = (—o00, =1) U (=1,1) U (1, +00). Inoltre, f &

11



continua, dispari. Si ha

lim f(z)= lim arctg (z(1+0(1)) = ig’

r—F00
sy T = et (-@+omyen <—2(x n 1)1(1 n 0(1)))) -5
iy T =, i arcte (-+omyem <—2(ZE n 1)1(1 n o(1))>> =9
Jim f(a) = lim arctg ((1-+o(L)exp (Q(x - 1)(11 + 0(1)))> =5
Jm, f(z) = lim, arctg ((1 +o1)) exp <2(g; - 1)(11 + 0(1))>> - g

per cui y = £5 ¢ asintoto orizzontale di f, per z — Foo.

Inoltre,
2 4 4.2 1/(z?-1)
Fla) = 1 : < 2 )el/(xQ—l) _z 4z +1 e i
1 + 22¢2/(=2—1) (22 —1)2 (22 —1)2 1+ 22¢2/(@-1)
per cul f'(z) >0 <= z € (—o0,—V2+ V2 —V3,v/2 = V3 U[V2+ V3, +00).
_—mmmm
——— \

Figura 15: Grafico per 'esercizio 4 (16)

Allora, f & strettamente crescente in (—oo, —v/2 + /3 \/2 — V3, \/2 — ,ein \/ )
e strettamente decrescente in [—v/2 + /3, —1), in (— 1, —\/ 2 —/3],in[vV2 - \/_ \/
mentre £ = —V2++vV3 e = V2 —+/3 sono punti di massimo locale, e z = \/

2 4 /3 sono punti di minimo locale, e si ha f(£v/2 4+ v/3) = farctg (\/ \/gexp (\f )),

12



f(£V2 - \/3) = +tarctg (\/2— \/gexp(— \/3;1)). Inoltre

—exp{ —raramy (L + o(1)

hm f/ €Tr) = hm —0,
z—(=1)~ (x) a—(-1)~ 2(z + 1)? eXp{m}(l + 0(1))
lim  f'(z)= lim — exp{ —zrmremy J (L + o(1) _
a—(=1)* a—(—1)F 2(z + 1)2(1 + o(1)) )
— exp{a=myimary (1 + 0(1)
li "(2) = li _
L TE) >
lim f'(z) = lim —exp{gryirremy H (1L + o(1)) -
z—1t z—1t+ 2(117 — 1)2 eXp{m}(l 4+ 0(1))

Il grafico e riportato in figura 15.
(17) Sia f(z) = == + —L—. Sihadom f = R\ {k‘% ke Z}, f ¢ continua, 27-periodica, né pari

sinz coszx"®

né dispari. Per  — 0, si ha f(z) = (1 +0(1)); per # — Z, si ha f(z) = COS(flgc_ﬂ)(l +0(1)) =
2 2
—M(H‘O(l)) = —x_lg (1+0(1)); per @ — m, si ha f(2) = gy (1+0(1) = — g (1 +
0(1)) = —=2-(1 + o(1)); per  — 3T, si ha f(z) = mglw—_g)(l +o(1)) = ﬁﬁ_)(l +0(1)) =
+ 2 2
:1%?(1 +0(1)). Quindi x = k% ¢ asintoto verticale di f, per ogni k € Z.
. . . s 3. 3 : _ a2 s 2
Inoltre, per ogni z € dom f, st ha f'(x) = — 5%+ 2%, = Stz = (memenslih et
(Smx_;zszz)giismk) >0 <= sinz—cosz >0 <= z € (%,2) mod 2.
Sn
4
| . | [ ¢ | [ .
bis On
| ¢ | | | | |
Figura 16: Grafico per 'esercizio 4 (17)
Allora, x = % & un punto di minimo relativo, mentre ‘%’r ¢ un punto di massimo relativo. Si ha

1(5) = 2v3, [(5F) = 23,

Il grafico e riportato in figura 16.

(18) Sia f(z) = sin w%i_l Allora dom f = R, f & continua, e pari. Si ha lim,_,4 sin m%i-l =0, per
cui y = 0 ¢ asintoto orizzontale di f, per x — Fo0.

13



Figura 17: Grafico per 'esercizio 4 (18)

Inoltre f(x) = (x2+1)2 CoS 21+1 >0 < z € (—0,0], in quanto 0 < x21+1 <1< 3, per cui
ZB2+1 > 0

Allora, = 0 ¢ un punto di massimo relativo, con f(0) = sin 1.

Il grafico e riportato in figura 17.

COS

(19) Sia f(x) = sin 29”22;11. Allora dom f = R, f & continua, e pari. Per x — 400, si ha f(z) =

sin % sin2 + o(1), per cui y = sin2 & asintoto orizzontale di f, per z — +oc0. Osserviamo

(x) = 2””2 —» il cui grafico ¢ riportato nell’esercizio 4 (1), si ha f(z) = sin g(z).
Inoltre, f/'(x) = ¢'(x) cos g(x) = (mfl) 7y COS 2m2+1 , per cui bisogna studiare la disequazione cos 2% 2+11 >

0 — 2;22;11 < I <= |z| < (/2 [vedi il grafico di g nell’esercizio 4 (1)]. Quindi f/(z) >0 <

che, posto g(z

.
2+nm \ [2+7
4—n 4-n
Figura 18: Grafico per 'esercizio 4 (19)

Allora, x = 0 & un punto di minimo relativo, mentre z = + 2+’T sono punti di massimo relativo.
- _ [24my _

Siha f(0) = —sinl, e f(£(/$%) = 1.

Il grafico e riportato in figura 18.

2r2 -1

(20) Sia f(z) = y/cos Z55. Osserviamo che, posto g(z) = 2;2“ , il cui grafico & riportato nel-

lesercizio 4 (1), si ha f(z Veosg(x). Allora dom f = —1/42:—2, i—i], f & continua, e

pari.

14



>

/ _ _g/(x) Sing(x) — 3z z§+1 . . . . . . 2([2—1
Inoltre, f/(x) = oo @ \/COS —,— percui bisogna studiare la disequazione sin =
x2+1

0 < 0< 2;22;11 <5 = % < |z| < \/2EE [vedi il grafico di g nell’esercizio 4 (1)]. Quin-

. 247 1 1 : . 24w\ _ 1 _

di f(z) >0 < =z € [- m,——2] U [0, —2] Si ha poi f’ ( =) = hmx_%\/g)i fl(z) =

. 3/ 5 sin(Z+0(1))

2+ _L L 2+
4-n V2 V2 4-n

Figura 19: Grafico per 'esercizio 4 (20)

Allora, z = 0ex = £ Z*_’—Z sono punti di minimo relativo, e z = :l:% sono punti di massimo

relativo. Si ha f(0) = Vcos1, f(+ ?:—g) =0, f(i%) = 1.
Il grafico e riportato in figura 19.

Svolgimento esercizio 5

(1) Sia f(z) = 222141 Ajjora dom f =R\ {—1}, f & continua, né pari né dispari. Poiché

x+1
r+1 x>0,
o= {7902;33“ z <0,

basta studiare la funzione f per x < 0. Si ha

2
-2 1
T i
z=(-1)*  x+1
2
-2 1
o st
T——00 x+1
Coa? =241
m_:= llim ———— =1
T——00 x(m + 1)
. 22 —2rx+1 . 2 —2x+1—22—12
q— := lim <7 — :17) = lim = -3,
T——00 x+1 T——00 x4+ 1
per cui f ha asintoto verticale in z = —1 e asintoto obliquo y = x — 3, per £ — —oo.

15



Inoltre, per x < 0, si ha

2 +2x—3

-z = = < 3.
(m+1)2 <— r< -3

Quindi, f & crescente in (—oo,—3) e in (0,400), e decrescente in (—3,—1), e in (—1,0), per cui,
x = —3 & un punto di massimo relativo, con f(—3) = —8, e z = 0 e & un punto di minimo relativo,
con f(0) = 1. Osserviamo che f’ (0) =lim, ,o- f'(z) = —3, mentre f, (0) = lim, .o+ f'(z) = 1, per
cui z = 0 & un punto angoloso.

| 1.8

1.6

p— 1.4

| 1.2

-0.2 -0.1 0.1 0.2

Figura 20: Grafico per l'esercizio 5 (1)

Ancora,
ey = B2 A1 -2 + D2 420 —3) 207 42042042~ 27— 4a + 6
- (x+1)* - (z + 1)3
8
= m >0 <= x> —-1.

Quindi, f & convessa in (—1,0) e in (0,+00), ed & concava in (—oo, —1), mentre non ci sono punti
di flesso per f.
Il grafico & riportato in figura 20, dove & anche riportato il comportamento in un intorno di x = 0.

(2) Sia f(x) = %. Allora dom f =R\ {0}, f & continua, né pari né dispari. Si ha

4|22 —1
lim w —4
r—+00 xz

. Azt -1

lim —— = —x,
z—0E X

per cui f ha asintoto verticale in x = 0 e asintoto orizzontale y = 4, per x — £oo.
Poiché

X
4z’ 44x+1
—% -1 <x <0,

fz) =

2
{4”0—4'?;1 r<—-lox>0,

16



si ha

8x+4)x2 —2x(4x?+4x—1 34422873 842 42 2(1-2
/( ) (8z+4)x ;:4( T z—1) 8x3+4x igz 8x°+2x __ 4xx +2x (wS ) r<—-lozx> 0’
;A (8z+4)2%—2z(42%+4z+1) 8x344a2—8r3—8x2 2z _ 4a242z _ 2(2z41) 1l<ax<0
_ = = — 8 = A — 2oy x < 0.

Poiché

1;3% 2 0 2{‘2,2—113—1 2 0

r<—-loxz>0 —1<x<0
— 1 \/ 1
0<z<3 r<—-50x>0

fla) >0 s {x<—1ox>0 \/{—1<x<0

ne segue che f'(z) >0 <= x € (-1, —%] U (0, %] Quindi, f & crescente in (—1,—%) e in (0, %), e
decrescente in (—oo,—1), in (—%,0) e in (%,4—00), per cui, £ = —1 ¢ un punto di minimo relativo,
con f(-1)=—-1,ex= i% sono punti di massimo relativo, con f(—%) =0e f(%) = 8. Osserviamo
che fL(—1) = lim,_,_y)- f'(x) = —6, mentre f’ (—1) = lim,_,(_1)+ f'(z) = 2, per cui z = —1 & un
punto angoloso.

-0.9 -0.8 -0.7 -0.6

Figura 21: Grafico per 'esercizio 5 (2)

Ancora,

9,3 _9,.2(1_
2( 223 —3x2 (1 290)) _ 2(4;;3) r<—-1lox>0,

7'(w) = o
2(2x3—3;062(250+1)) — —2(?62*‘3) -1 <z <0,

per cui f/(z) >0 <= z € (—1,-3]U[2,400). Quindi, f & convessa in (—1,—3) e in (3, +00), ed

e concava in (—oo, —1), in (—%, 1) ein (1,+00), mentre x = —% exr = % sono punti di flesso per f.
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Il grafico e riportato in figura 21, dove & anche riportato il comportamento in un intorno di z = —1,
e il comportamento per x grandi.

(3) Sia f(x) = |:(Ei__11|)§1. Allora dom f =R\ {1}, f & continua, né pari né dispari. Si ha

2 _ 1| —
z—+oo (;17 — 1)2

i |22 — 1| -1
m ————5— = —0Q,
r—1* (JE — 1)2

per cui f ha asintoto verticale in x = 1 e asintoto orizzontale y = 1, per x — £o0c.

Poiché )
=2
a=1)2 r<—-lox>1,
fla)=4 @1,
T @12 -l<z<l,
T 20(z—1)?—2(z—1)(z?~2) 2 2 2(2—2)
z(z—1)2—-2(x—1)(z%2—2)  222-20—2224+4 o B
f(z) = { 2 ( —1()962__12)(4 —1)2? B 02 (3_1%32 _2(56‘—1)3 r<-lowx>l,
B (z—D)F i e s el S 0 —l<z<l.
Poiché
/ r<-—-1loxz>1 1l<z<1
fllz)>0 <= <", 0 L
(z—1)3 = @17 =

r<—-lox>1 —l<zx<l1
= V
1<x<2 r<0ozxz>1,

ne segue che f'(r) > 0 < =z € (—1,0] U (1,2]. Quindi, f & crescente in (—1,0) e in (1,2), e

decrescente in (—oo, —1), in (0,1) e in (2, +00), per cui, x = —1 & un punto di minimo relativo, con
f(=1)=—7,e2=0ez =2 sono punti di massimo relativo, con f(0) =0 e f(2) = 2. Osserviamo
che fL(—1) = lim,_,(_1)- f'(z) = —3 mentre f/ (—1) = lim,_, 1)+ f'(z) = i, percuiz=—1¢&un
punto angoloso.
Ancora,
2(—(z—1)3-3(z—1)%(2— _
(~@-1) ol 9) _ 200 ) pe low>0,
f”($) _ (z—1) (z—1)
2((z-13-3(e—1)%2) _ _9(20+41) 1 0
@—1) = o171 i<z <,
per cui f/(z) >0 < z € (—1,—3]U[2,400). Quindi, f & convessa in (—1,—3) e in (3, +00), ed
¢ concava in (—oo, —1), in (—%, 1) ein (1, %), mentre r = —% er = g sono punti di flesso per f.
Il grafico e riportato in figura 22, dove ¢ anche riportato il comportamento in un intorno di z = —1,
in un intorno di x = —%, e il comportamento per x grandi.

(4) Sia f(z) = v —log(z? + o + 1). Allora dom f = R [perché 22 +z + 1 > 0, per ogni z € R], f &
continua, né pari né dispari. Si ha

lim 2 —log(2? + 2+ 1) = o0

r—*+o00
—1 2
my = lim x — log(x —Hc—kl):1
r—*+00 xT

¢+ = lim z—log(z* +z+1) — 2 = —o0,
r—£o0
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~0.1
L ~0.125
~0.15
~0.175
11 209208 -07 -06 -05 -04
| ~0.2
| ~0.25
1 ). ). ). ), 2
~0.05
75 -5 .25 25 5 75
~0.1
2
~0.15
4
~0.2
6
~0.25

Figura 22: Grafico per 'esercizio 5 (3)

per cui f non ha asintoto orizzontale né obliquo, per x — +oo.

Inoltre, f/(z) = 1 — Atl. = eiFatldonl — g7=2 > () = 3 € (—00,0] U [1,+00). Quindi, f
e crescente in (—00,0) e in (1,4+00), e decrescente in (0,1), per cui, z = 0 & un punto di massimo
relativo, con f(0) =0, e z =1 & un punto di minimo relativo, con f(1) =1 —log3.

Ancora,

2z — D22 +z+1)— (22 +1)(2® — )

"

fle) = @+t 1)
(2232?22 —z+22— 1) — (20° + 22 — 227 — 1)
B (22 +x+1)?
24221
(a2t +1)?

per cui f/(z) >0 <= z € (—oo,—1+T‘/§] U [_1%\/3,—%0). Quindi, f & convessa in (—oo, ——1+2*/§) e
in (_1%‘/5,4—00), ed & concava in (—1+—2\/§, _1%\/5), mentre x = _HT\@ exr = _1%\/5
flesso per f.

Il grafico e riportato in figura 23, dove € anche riportato il comportamento in un intorno destro di
x =0, e il comportamento per x grandi.

sono punti di

(5) Sia f(x) = |z| — log(2? + x + 1). Allora dom f = R [perché 22 +x + 1 > 0, per ogni z € R], f &

19



1 0.2 04 0.6 0.8

_0.02 |

—0.04 |

0,06 |

~0.08 |
10
5

10 -5 5 10

5
10
15

Figura 23: Grafico per 'esercizio 5 (4)

continua, né pari né dispari. Si ha

lim |z| —log(z?® + +1) = +o0

r—Eo0
— log(x? 1
me = lim GZlos@ Tt
r—Eo0 X
g+ = lim |z| —log(z® 4+ x4+ 1) — (£x) = —o0,
T—Fo00

per cui f non ha asintoto orizzontale né obliquo, per x — +oo.

Inoltre,
_2zx41  _ zP4atl-22-1 _ 2’ —=x
f/($) — 1 z2+z+1 x24x+1 T 224zl x>0
1 2zl o z?dal42241 _ 2?43242 z <0
24+l 2 tx+1 - x24x+1 ’

per cui f/(z) >0 < =z € [-2,—-1]U[l,+00). Quindi, f & crescente in (—2,—1) e in (1,400), e
decrescente in (—oo, —2) e in (—1,1), per cui, z = —2 e = 1 sono punti di minimo relativo, con
f(=2)=2—-1log3e f(1)=1—1og3, ez = —1 & un punto di massimo relativo, con f(—1) = 1.
Ancora,

2z—1) (22 +x+1)—(2z+1) (22 —2) _ 22249221 >0

f”($) _ x2+x+1)2 T (22+2+1)2 x
_ (2243)(2?+2+1)— (204 1) (2% +3242) _ 2224221 <0
(z24z+1)2 T (2%24z+1)2 x ’

per cui f(z) >0 < x € (—oo,—l+T‘/§] U [_1+\/3,—|—oo). Quindi, f & convessa in (—oo, _1+T\/§) e

in (_1%\/5,4-00), ed ¢ concava in (—1+—2*/§, _1%*/5), mentre r = —1+T*/§ exr = _1%‘/3 sono punti di

flesso per f.
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Figura 24: Grafico per 'esercizio 5 (5)

Il grafico e riportato in figura 24, dove & anche riportato il comportamento in un intorno destro di
x =0, e il comportamento per x grandi.

(6) Sia f(x) = (2% + 2)e**L. Allora dom f = R, f & continua, né pari né dispari. Si ha

lim (2% 4 z)e® =0

T——00
lim (2% 4 z)e*™ = 400
T—+00
] ($2 _1_33)61:—1-1
my = lim —— = 400,
r—+00 T

per cui f ha asintoto orizzontale y = 0, per x — —o0, mentre non ha asintoto orizzontale né obliquo,
per x — +o0.

Inoltre, f/(x) = (a2 + 3z +1)e™*! > 0 <= z € (—o0, 25/ ] 1= =318 4 o0),

Allora, = = —% ¢ un punto di massimo relativo, con f (-4 (2 +vB)e” er =

&
+
S

¢ un punto di minimo relativo per f, con f (_?’%[) 2-+5 e
Ancora, f’(z) = (2% + 5x + 4)e* > 0 <= 1z € (—o0,—4] U [— 1 +oo) Quindi, f ¢ convessa in
(—00,—4) e in (—1,400), ed & concava in (—4,—1), mentre x = —4 e x = —1 sono punti di flesso
per f.

Il grafico e riportato in figura 25.
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4 _3+V5 _1\J 3-V5

Figura 25: Grafico per 'esercizio 5 (6)

(7) Sia f(x) = (22 + z)e~ @D, Allora dom f = R, f & continua, né pari né dispari. Si ha

lim (224 z)e” @D =0

T—+00
lim (224 z)e” @) = 100
T——00
(332 +$)e—(:v+1)
m_ = lim = +00,
T——00 x

per cui f ha asintoto orizzontale y = 0, per x — +00, mentre non ha asintoto orizzontale né obliquo,
per r — —o0.
Inoltre, f'(z) = —(22 —z — 1)e D) >0 «—= =z ¢ [1_—2‘/5, %]

Figura 26: Grafico per 'esercizio 5 (7)

S

. . _ _3=V5 N
1=V5 ¢ un punto di minimo relativo, con f(1_2\/5) =2-V5e 2 ,ex= 5 & un

2
. . . _3+VB
punto di massimo relativo per f, con f(#) =(2++V5le T2 .

Ancora, f"(z) = (22 —3z)e~ @D > 0 = z € (—00,0]U[3,400). Quindi, f & convessa in (—oc,0)
e in (3,400), ed & concava in (0,3), mentre = 0 e x = 3 sono punti di flesso per f.
Il grafico e riportato in figura 26.

Allora, z =
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(8) Sia f(x)=¢e 1. Allora dom f = R \ {—1}, f & continua, né pari né dispari. Si ha

A
lim ez+1 =¢
r—too

lim ez =0
z—=(—1)*

lim e*+ = +o00,
z—(—1)"
per cui f ha asintoto orizzontale y = e, per x — Foc.
Inoltre, f'(z) = (Q&sz eFil > 0, per ogni z € dom f. Quindi, f & crescente in (—oo,—1) e in
(=1, +00). Inoltre, lim,_,(_1y+ f'(x) =

| 0.15

0.1

____|________e
| — 0.05

1

4, _—
|72 08 -07 06 -05
Figura 27: Grafico per 'esercizio 5 (8)
Ancora, f//(x) = < (m+1)3 + (ﬂc—i-l) )e o+l = _(ii_}i)he”i“ >0 <= =z ¢ (—007—1) U (—1,—%).
Quindi, f & convessa in (—oo,—1) e in (—1,—%), ed & concava in (—3%,+00), mentre z = —1 & un

punto di flesso per f.
Il grafico e riportato in figura 27, dove € anche riportato il comportamento in un intorno destro di
z=—1.

(9) Sia f(x) =

+11. Allora dom f =R\ {—1}, f & continua, né pari né dispari. Si ha

_z
lim elz+1 =¢
r——+00

_z
lim el=+11 =
Tr—r—00

lim el=+1 =0
a—(—1)F

lim  eFHl =0,
z—(—1)"

per cui f ha asintoto orizzontale y = e, per x — 400, e asintoto orizzontale y = %, per x — —oo.
1 _
Inoltre, f'(x) = HEeEnetl) o T — { (G o<l
x4+
(IH)Qe a1 x> —1,
per cui f'(z) > 0, per ogni x € (—1,400). Quindi, f & decrescente in (—oo,—1) e crescente

n (—1 +oo) [per cui x = —1 sarebbe un punto di minimo relativo, se —1 € dom f]. Inoltre,
hmm—) f '(z) =
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1
y=—
o e
-
3 41
2 2
Figura 28: Grafico per 'esercizio 5 (9)
Ancora,
2 1 —a — 2243~y _
() = 4 ST T @Fr )e = Grpre oY r<-1
o 2 1 -2 _ 2z+1 —H _
_W + W e +1 = (:lfl—l)‘le +1 xr > 1,
per cui f/(z) >0 <= x € [-2,-1)U (-1, —1]. Quindi, f & convessa in [-3,—1) e in (—1,—3),
ed & concava in (—oo, —%) e in (—%, +00), mentre x = —% exr = —% sono punti di flesso per f.

Il grafico e riportato in figura 28.

(10) Sia f(x) = arctg(l — 22?). Allora dom f = R, f & continua, e pari. Per z — oo, si ha
f(xz) = =5 4+ o(1), per cui f ha asintoto orizzontale y = —F, per x — Foc.
Inoltre si ha f/(z) = ﬁ Poiché f'(z) >0 <= x < 0, ne segue che f & crescente in (—c0,0),
e decrescente in (0, +00), per cui x = 0 ¢ un punto di massimo relativo, con f(0) = 7.

1+\/7 1+\/7

Figura 29: Grafico per 'esercizio 5 (10)

Ancora, f”($) _ _21+(x2—1)2—x~2(x22—1)-2:c - 9 1+x4—2m2+1—4m42+4gc2 _ 2(3:(:4—2902—2%
(1+(2-1)2) (1+(22-1)2) (1+(22-1)2)

222 —2>0 +— 22> 1+Tﬁ, siha f"(z) >0 < z € (—oo,—\/HTﬁ)U( 1JrT\ﬁ,—l—oo). Quindi,

f € convessa in (—oo0, —1/ 1+T‘ﬁ) e in ( 1JFT‘ﬁA—oo), ed & concava in (—\/HT‘ﬁ, \/ 1+T‘ﬁ), mentre

T =14/ 1+T‘ﬁ sono punti di flesso per f.

Il grafico e riportato in figura 29.

ed essendo 3z* —
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(11) Sia f(x) = arctg(l — 2?) + arctg(u%ﬂ—'). Allora dom f = R\ {£1}, f & continua, e pari. Si ha

r—+oo 2

1
lim arctg(l — x?) + arctg<m> S
—x

1
lim arctg(l — a:2) + arctg(ﬁ> _r
—x

r—1% 2 )
per cui f puo essere prolungata per continuita anche in x = 41, e ha asintoto orizzontale y = —%,
per x — +oo.
Poiché
€Tr) =

arctg(1 — %) + arctg( z<—lox>l,
si ha

0 “l<z<l1,

f'(x) = i P »
1+(1_:;2)2 + 1_’_@ - 1_,’_(1_2,2)2 T < _]. oxr > 1

Poiché f'(z) > 0 <= x < —1, ne segue che f & crescente in (—oo,—1), & costante in (—1,1),
e decrescente in (1,+00), per cui ogni x € [~1,1] ¢ un punto di massimo relativo, con f(z) = 7.
Osserviamo che f’ (1) = lim, ;- f'(z) = 0, mentre f (1) = lim, ,;+ f'(z) = —4, per cui z = %1
sono punti angolosi.

1447 147
N 2 /1 1\ 2

Figura 30: Grafico per 'esercizio 5 (11)

—4 1+(m2_1)2_mv2(m22_1)v2x _ _41+x4—2x2+1—4x42+4:c2 _ 4(3m4_2m2_2g t< - lox>l,
f”(x) = (1+(:v2_1)2) (1+(m2_1)2) (1+(m2_1)2)

0 -1l <x<l,

ed essendo 3z? — 222 -2 >0 — 22> 1+T\ﬁ, si ha f’(z) > 0 <= =z € (—o0,—y 1+2\ﬁ) U

( 1+T‘ﬁ,+oo). Quindi, f ¢ convessa in (—oo,—\/HT‘ﬁ) e in ( 1JFT\ﬁ,—i-oo), ed & concava in
(— 1+Tﬁv —1) e in (1, 1+2ﬁ), mentre r = + 1+Tﬁ sono punti di flesso per f.
Il grafico e riportato in figura 30.
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Svolgimento esercizio 6

(1) Poiché f'(z) = 302e®’ 4+ earcts(3z) 14—% > 0, x € R, ne segue che f ¢ strettamente crescente in R,

e quindi ivi iniettiva. Allora (f~1)(2) = % = %.

(2) Poiché f'(x) = 3r242r 0, z > 0, ne segue che f ¢ strettamente crescente in (0, +00), e quindi

x3+x2+e
ivi iniettiva. Allora (f~!)'(log(2 +e)) = % = 2tc
: / _ —1+sinx : 3 — _ _
(3) Si ha f'(z) = 5 (rcos )T’ definita per x # 0, in quanto, posto g(z) = 1 —x — cosz, = €
R, si ha ¢'(x) = —1 +sinz < 0, per ogni z € R\ {% + 2k k € Z}, per cui g & strettamente

decrescente e quindi iniettiva in R, e quindi si annulla solo per & = 0. Inoltre, f’(z) < 0, per ogni
x € R\ ({5 +2kr:keZ}U{0}), per cui f & strettamente decrescente e quindi iniettiva in R.

Allora (£71)(0) = limy o (£ 1) (y) = limy 0 77057 = limg o 5005 = 0.

(4) Siha f'(z) = 2e** —4x, v € R, e f"(x) = 4e** —4 >0 <= x >0, per cui f' & decrescente
in (—o0,0) e crescente in (0,+00), e ha un minimo assoluto in = = 0, che vale f’(0) = 2, per cui
f'(x) > 2> 0, x € R. Ne segue che f & strettamente crescente in R, e quindi ivi iniettiva. Allora
(Y = g = 1

(5) Siha f/(z) =z —€e", z € Rye f'(z) =1—€e* >0 < =z <0, per cui f’ & crescente in
(—00,0) e decrescente in (0,+00), e ha un massimo assoluto in z = 0, che vale f'(0) = —1, per

cui f'(x) < -1 <0, z € R. Ne segue che f & strettamente decrescente in R, e quindi ivi iniettiva.
Allora (f~1)'(0) = % =—1

1) —
g
Svolgimento esercizio 7
. Lo 1 4 1 6 Lo, 14 1 g 6 L 4
(1) Slhaf(a:):<l—§x + 547 ~ 7357 + o(x ))—(1—595 +§az ~ 5" +o(x ))z—ﬁx +
%xﬁ—ko(azﬁ).
2 2 2
osto y = x — 1, st ha f(z) = +y)=log(l+—)—-logll+<)=(zy— -y "+ =y —
2) P 1, si ha f f( 11?;”113; 3928813
4 4 4 1 Lo, 13 Loy n) 1 Lo, 7.3 5 4 4y _
slsly +O(y1)> <3y 718y T8 - 5219 oW ) = 3V "6 TaY T 1sY ToW) =
=1~ go = )+ @ = 1) - e — 1 ol(r — 1))
(3) Siha f(z) = (1—%3:2—#%3:4—%966—1-0(967)) (mz—%x‘l—%%x(j—ko(m(j)) :xz—%x‘l—%%x(}—
Lora 1,4 Ly 2, 6 _ .2 .4 6 6
57 (m 2x>+4!:1: r“+o(z’) == :E+8:E + o(z®).
(4) Si ha f(z) = <:17 - %x2 + %x?’ - 2:174 +0(:174)) (:17 - %:173 —|—o(x4)> —:17(:17 - é:ﬂg +0(:174)) =
1 1 1 1
2 L3 1.5 5y_ .2, 1 4 5y _+.3, 44 15 5
e e T +o(z°) —x —|—6m + o(z”) 5% —|—6m T + o(z”).
1 1 2 1
(5) Siha f(x)= (1 — 2+ 5954 +o(x%) — 1+ 22 — 63:4 + 0(955)) = §az8 + o(2?).
1 1 1 2 2 4
(6) Siia f(;p)::1:2<2;1:—§x2+§$32—13§41—0(aj4)> —<1—2$2+§$4I£$6+0(:§;)1) :x2<x2—
$3+Ex4+o(x4)> —(1—2x2+§x4—£$6+0($7)):—1+2x2+§x4—$5+@$6+0($6).
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(7) Siha f(z) = (22 + 23) — é(m2 +23)3 4 o(2®) = 2 + 23 — éx6 — %az — %az8 + o(z®).
(8) Silha f(a;l) = 2log (1 —231*2 + 21496 +o(x )> + <a:21— éxﬁ —i—o(mg)) = 2(— %xz + iaz4—i-0(954)> -
( ——2? ot 0(3:4)> +o(z*) + 22 + o(2®) = —6m4 + o(zt).

2 24
(9 ) Siha f(x <x+ x —|—0( )) +2log (1—1x +2—14:17 +o(x )) ::E2+—:E4+o(x4)—|—2<——x2+

) =
—x Y ro(x )) <——x —I——:E Y o(x )) +o(z?) = 2 —1-%117 +o(z)—2?+ =2t 4o(2?)— —z* +o(z*) =

z*(1+ o(1)).

(10) Posto y = = — 172 si ha f4(a:) = f(ly+1) = sin (% + gy)4— log sin (g + gy> 2—— cos <gy) -
T ™ o9, T4 T2+ + S
2y =12 — 1 1-— 1—

log cos (2y) 1 gV tagv t+ o(y") - 0g2< 8 y’ 384y oy )) 4 8 v 384

2 4 4 2
n_ (71 1o om0y L ~
oly") = (= P + 5y’ + o)) + 5 (= TP+ oyt +olh) = 1+ Tyt +oly') = 1+

@(x — DY+ o((z— 1Y

1 1/4 2 4 1 1
(11) Siha f(z) = <1—x2+6x6+0(a:6)> —<1—2x2+§x4—£x +o(x 6)) :1—Z<—x2+6x6+

1 2 7 1 3 2, 4
o(m6)>—332( x —i-gx Sto(x )) 128( x +269c Sto(x )> +o(z )—71+2a:273 396 +4%57a: 61o(z%) =
1ot Ltoe 24 (6 1,92 2.4 % f o 194 26 6

T TRt Tt T 30 ol = gt - g +5760 o).

(12) Postoy =x—1,siha f(x) = f(y+1) = exp (ylog(y—l—l)) = exp <y<y—%y + = y +o(y

1. 1 1. 1 1 1. 1
exp (y2—§y3+§y4+0(y4)> =1+ (y2—§y3+§y4+0(y4)>+§<y2— 2y +3y +0(y )) +0(y4)

1 5] 1 )
S gyt Holy) =1+ (@ — 1P = S(e = 1P+ Zla - D +ol(@— 1))
1 2

. . B 4 4 : 1, 1
(13) Si ha g(x) := sin(2z) — 2log(1l + z) = (2:17 - §$ + 1—5x + o(z )) - 2<x 5% + 3
4

1 1 1 1 2 1
St S a8y 0(x6)> =22 — 223 + —at — Z 2% 4 a8 + 0(29), per cui f(z) = 3cos (9(z))
o

—yt+

1+y?—

x3

4 5 6 2 15 3

1 2 1 3 1 2 1 2
3 cos (w2—2x3+§x4—1—5x5+§x6+0(a:6)) = 3—5(x2—2x3+§x4—1—5x5+§x6+0(a:6)> +o(z") =

3 15
3— a2t +62° — =2 4 o(29).
2 2
2
x5+

1 1 1
(14) Siha g(x) := 2% log(14+z+2?) = 2 <x+:172—§(x—|—:132)2—|—§(:17+x2)3—|—0(x3)) =z +2:17

1 2
o(z®), per cui f(x )—exp(g(:n))—xsmx—exp< % zt —3% >+ o(z ))—x(:n —3 4 o(x )
1 2 2 2
1+<x3+§x4—§x +o(z%)) +o(x®) — 2* + a: 4o =1-22+u +3x4—§x + o(z”).

1 1
(15) 1Sihag(m) :zmsinxza:(m—ax?’—kmm +o(z° > ——a: —i—mazﬁ—i—o( 6y, per cui f(z) =

1 1 2
Tr gl ~ L@ty —glay+ole) = 1-(a? 63: g o) + (27— gatolah))
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3 1 1 1 7 161
<ZE2 —|—0(:E2)> +o(x8) =1—a22+ E:EA‘ - m:nﬁ 42t — gznﬁ — 28 o(ab) =122+ 6$4 - m:nﬁ +o(z%).
1 1 1 1
(16) Sihag(x) :=coshx—1 = §$2+ﬁ$4+%$6+0($6), percui f(z) = 590 = 1—g(x)+g(x)*—
1 1 1 1 1 2 /1 3
g(x)gl’—ko(a:ﬁi =1- <§x2+ﬁx4+ ﬁloa:ﬁ—i-ofx(j)) + (§x2+ﬁxi‘+o(x45)> — (%aj—i-o(xz)) +o(z5) =
1—-a?— —ot — —ab 4 a4+ —28 — —af 4028 =1 22 + =o' — 2% + o(2F).

2 24 720 4 24 8 2 24 720

1 1 1 1
(17) Siha f(x) = <1 + 5(3: —z?) + 6(3: —z?)? +0(:E5)) - ( — §:E4 —|—0(:E5)) =1+ 53:2 — 2+
1 1 2 1
%x‘l - 63:5 + o(x%) + 2% + 5:134 +o(x®) =1+ g:z2 — 234 i:f‘ - 6:135 + o(z%).

1 1 1 1
(18) Posto g(x) := zsinhx = :E(:E ;_ 63:3 —11— m:ns + 0(:E6)) :1x2 + 61£E4 + mazG —|—1o(x6), si ha
f(z) =log(14+g(z)) = log <1+x2+—x4+—w6+0(a:6)) =24+ ot —a%+o(2f)— = <w2+—w4+
i356—1—0(356)>2—i-1 (x2+1x4+ix2+o(xé)2§3+o(w6) = w2+lx4iiigglw4—lx6+ﬁx +o(2%) =
120 3 6 120 6 120 2 6 3
2 L a4, 0 6 6
T +40x + o(x”).

Svolgimento esercizio 8

. 1 2? + 32t +o(zt) — (1 — 3 - 22% + & - 42t + o(2?)) - 1241+ o(1)
(1) 8i ba flz) = : TRy — )

. 1= 3220+ 1428 4 o(2®) — (1 — ' + £2® + o(a®)) - —128(1 4 0(1))
() Siha fo) = —=—————somy = S ren) E

' 22 (- o)’ Laf(1+o(1)
(3) Siha f(z) = z3(1 4z + o(z) . 1+ 322 +0(22)) 3334(1 To(h)

' (gt to@®) —x)  FP(1+0(1)) 1
() Siha f(=) = (z — %x(;’ + 0(3;3))3 a3 —6%:135(1 +o0(1)) Ty

—~

1
3

(z — %:133 + 0(:133))2 — (2% = %3:4 + o(z?)) B x? — %w‘l +o(x?) — 2?2 + %x‘l + o(x?)

(5) Siha f(x) =

L) e S
—gat(l40(1) T
©) Siha 1) = T2 0(556()1;(:(1_»%363 roAA)  E 0(3625113 ju%):;s e, 5
0 st )~ Sy B
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(9) Siha f(x) =

W—cosh(x 2

? — %5136 +o(a%) — (513 - %51327) + %:1:3 + 0(:1:3))2 — 23

e*” —cosx)?
f(w) = A

1+ o(D)
a? — a3 4 o(aP) — 2 + 2% — 2t — Zat +o(at) -

Uol(lto() 11

241+ o(1))
6z — - (62)° 4 & - (62)° + o(2®) — 62 (1 — 627 + 3

A1 t+o) | 12

-362t + o(z))  —2%2%(1+0(1))

(11 o(1)

216

5

r— 322+ o0(2?) —x — 2221+ 0(1))

51+ o(D)

(10) Siha f(z) = = — 2.

_\/1—%x2+0(w2)—1 1— 222+ 0(2?) — 1

arctg (22 — $at 4+ o(z?)) — 2% 2? — Lzt + o(a?)

(11) Siha f(x) = =
—32*(1+0(1)) 1

—1(a? = 2 + 0(3:4))3 — z?

x4

- —.
x? 2
x — %3:3 + o(z3) —z —log (1 — 322 + o(z?))

(12) Si ha f(z) = =

%3:2(1 +0(1))

x4

—12% + o(z®) + 2% + o(2?)

21+ o(1))

22(1+ o(1))

1
21 +o(1) 2
(13) Si ha
fla) = {(z — 323+ 0(:1:3))2 —log (1 — 32% + o(2?)) } log (z + o())
N 22(1+0(1)) - 22(1 + o(1))
(3:2 — %x‘l + o(z*) + %:1:2 + o(mz)) ~z(1 4+ o(1)) - %xz(l +0(1)) 3
N 203(1+ o(1)) T 221t 0(1) 4
(14) Si ha
ozt %$2 + %$3 +0($3) _ em—%w3+o(:v3)
flo) = x+ 23+ o(2®) — x
T+ s22 + 323 + o(2®) — (z — 323 + 0(2%)) — (v — 22° + 0(:1:3))2 —t(z— 323+ 0(:1:3))3 + o(z?)
B 223(1 + o(1))
Cw gt gad too(ad) — x4 gad 4 o(a?) — 327 +o(2¥) — g2 +o(z?)  fad(1+0(1) 1
R 323(1+o(1) T 11 te1) 2
(15) Si ha
f(x) = 32 log <1+£) — 2z + (22 + 2) log (1 — %)
=37(1— oyt o(p) ~ 20+ (@2 +a)( T~ oy o))
3 1
2333—5—1-0(1)—23:—3:—1—5—1—0(1)—>—3.
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2 2
w4<1—cos——wlog<1+—3>+%>
T T x
2 2 1 2 2 1 3
4
<1—(1—ﬁ+@+0(ﬁ>)ﬂ(ﬁ‘@*“ﬁ)*ﬁ)
1 2 1 3
)+—+o($)+$>_ 3

2
= 4 _—
x < 3. —|—0($ .

(17) Posto y =z — 1, si ha
ety — 4eVIFY 4 3¢ VITY

) log(1+y) -y
6(1 +y 4+ %y2 + o(y )) 461"‘%9_%92"‘0(?/2) + 361+%y—%y2+0( )

B y— % +oy?) —y
_ el ty+3p°+o(y?) - 46(1+ 39— 9"+ gy* +o(y?) +3e(1 + 3y — gv° + 15y° + o(y?))
~4 1+ 0(1))
_SF0so) 2
~L(1+0(1)) 3
(18) Posto y = x — 7, si ha
- y? —8+8sin(f+%)  y®—8+8cos(})
flmty) = deos?(5 + %) — y2 ~ 4sin?(Y) - y2
_ y2—8+8<1— Lt tol’) _ K(to() 1
A3 — g+ oy?)? — y? SR I
(19) Si ha
log(1 +a?) —sinh(2?) (2% — §2* + o(a®)) — (22 — o(a)) 1
J(@) = x2(arctg )2 B ; z4(1+0(1)) D)
(20) Si ha
f(z) = log(1 4 z%) — zsinh(z) + Z2* _ (22 — 32t + 128 + o(27)) — z(z + t2® + 1552° + o(2®)) + Za?
(arctgx — x)? (—La3(1+ 0(1)))2
_ Ba%(1+0(1)) 117
© §aS(l+o(1) T 40
(21) Si ha
fx) = V1 + 22 — cosh(x) _ (14 322 — 22t + 0(2°)) — (1 + 322 + 2t + o(2?))
(e~ cosa) (L 2+ o) — 1+ 3+ ole)
- ——:E 414 0(1)) 2
T A1 vo)) | 2T
g

30



Svolgimento esercizio 9

(1) Siha

On = (m—n)(?)nQIOg <1+%> —2n + (n? 4+ n)log (1—%))
- e (o) o)

= L o(1)(8n— 2 4o(l) ~2n—n— 1 L +o(1)) = (-3 +0(1)) = —.
(2) Siha
an:n4<1—cos%4—nlog1§1+%>l+%) 2 ) 1 )
=nt(1= 14 g =g tolar) —n(s — g () +58)
:n4<—%(1+0(1))> %—g.
(3) Siha
an =n37 nT—i_l—n?’—n:713<axp(%logn;:l>—n?’—n:n?’exp[711(%—2—7112—1—0(7;L >>}—n3—n

4 (g +o()) 3G g o)) o)) -
o tolie) Hal g o)) +o(a)] -t

1 1 1 1 1
:n?’[l—l—————l—o(—g)} —nd—n=n3 —I—n—§+o(1)—n3—n—>——.
n

n2  2n3 2
(4) Siha
1 1 1 1 1 1 1
an =" n: —n3—§n2+8n:n3exp(§logn+ )— 3—§n2+§n
3 [1<1 1 + 1 + <1>>] 3 1 2_1_1
=nexp |=(— — — + — — —n°—= -n
P13 om2 T 3p3 T O3 S
[1_1_(1 1+1+ 1>>+1<1 1+1+<1)>2
2n  4n? = 6n3 n3 2\2n  4n2 = 6n3 n3
+1(1 1 L b 1 n (1)>3+ (1)] 3 1 2+1
—|— - — o ol = )| —n’"—=n n
6\2n 4n?  6n3 n3 2 8
[1_1_ 1 1 + 1 + 1 1 + 1 + <1>] 3 1 2+1
————ut— 4 —— —+ —— 4ol )| —n°—=n -n
2n  4n?2  6n3  8n2 8n3  48n3 n3 2 8
1 1 1 1 1 1
3 2 3 2
= 2= n+ —4o(l)—nd— -n 4 -n— —.
wiAgntmgntqgtoll) mnt - ontd gn = g
(5) Siha
(arctg L — L)(sin 2 +e7") (@) =55 (1 +0(1))2 (1 + o(1)) o
an — = —4,
" e_ﬁ — cos% ﬁ(l +o(1))

dove in (a) si sono usati i risultati

(i) arctg 3 — 5 = (— e (JF)‘;( 5) =5 = —zs(l+o(1);

n
(iii) e 3T —cos = 1— oy + Ly 4 o(L) — 1+ 5Ly — 527 + o() = s (1+ 0(1)
n 2n2 8n4 4 2 24n4 n? 12n% :

3|H:|H

(if) sin i + e =

31



(6) Siha

nzlog(1+2)+e\/_logn 2(———5‘1'0(;12')) +e\/_logn e2n—2+o(l)(1+0(1))
an N 62 — en(i_arCtg )10g3 - e2n — en(g 7+O( ))10g3 - €2n(1 + 0(1))

—e?

(7) Si ha

C (n )"+ (R +2)" +3n! (@ n"eV e V2(1 4 0(1)) + n"e?(1 + o(1)) + 3n!

 (n A (eVrFT 4 oviy nred(1+ o(1))evn(1 4 o(1))
n"eVre 1/2(1 4 o(1))

nmet(1+ o(1))ev™(1 + o(1))

92,

dove in (a) si sono usati i risultati:

(i) (n++vn)" = n"(l + %) = n" exp {nlog (1 + %)} = n"exp {n(% - % + 0(%))} =

n"e\/ﬁe_l/Q(l +0(1));

(i) (n+b)" =n" (1 + %)n =n"e’(1+ o(1));

(iii) eV 42V — e‘/ﬁ<e‘/”7+1_\/ﬁ+ (Z)\/ﬁ) = e‘/ﬁ{ exp (ﬁ(l—ko(l))) —i—o(l)} = eV (140(1)).
(8) Si ha

P (VI FIVE ) (Vi F T4 1) (@) nHIO\g/ﬁ(l"‘O(l))\/ﬁ(l"‘O(l))

T T (it logn)"(1 + log ) (1 + o(1)) log n(1 + o(1))

1
27

dove in (a) si sono usati i risultati:

(i) nV" IV 1 = exp (%ﬁﬁ) 1= go\g/fu +o(1));

(ii) (n + logn)™ = n"exp (nlog (1 n logn)) ~ exp {n<logn B 102g22n N O<1ogzn))} _
n"exp (logn + o(1)) = P+ o(1)). n n n n
(9) Siha

Ay = 3nl+ (en)" + (5vn +2)" (i) e'n"(1+ o(1)) —e 3
T (DAY preneta(1 4 0(1)) ’

1
e

dove in (a) si sono usati i risultati:
1

L e RE e | B
%“(i))ﬁj%i);%“%“( )3 +01<%) #(1-5)5 ()

(ii) ((n )+ +1) =+ ((1+ ) n—i—l) (14 —) exp{nlog (e + (1~
g)%—i-o(% >} :n”e(l—ko(l))exp{n[l—i-log <1+<é—%)%+0(%>>}} =en"(1+o(1 ))exp{n[l—i—
i R
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(10) Si ha

(1

(12

(1

w (n —logn +2)"(n + loglogn)™ (a) (1 — lOgn_2)"(1 + logl,?gn)" (b) ezlzgn(l +o(1)) _ 6_2
" (R +5logn)t — (n? +2)" (L4 2802 — (14 2) 2R (14o(1)) 5

dove in (a) si & diviso numeratore e denominatore per n?", e in (b) si sono usati i risultati:

() (1~ S22 — e o (1 2522} = xp {22 — Bl (') y — ey {

logn—|—2—|—0 }— (1+0(1));

(1) (14 "E050)" — oxp {nlog (1 + “58m) } = exp {n(lo8iosn — Logjognl 4 o(losiognl))} —

exp { loglogn + o(1)} =logn(1 + o(1));

(13) (1 + 51Og")2” = exp {nlog (1 + 5logn)} = exp {n5logn(

(7 )(1—|— ) —exp{nlog(l—l—2)}—exp{nn21—|—o )}
1) Siha

@Yt — YVt 1) @ 3"+ 0(1)) 5 (1+ o(1)) 1

n —

)} =1+ HEL(1+o(1));

+o(l
=1+ 2(1+o0(1)).

(11 2n/m)n 4 (14 logn)osn 31723 (1 + o(1)) 302

dove in (a) si sono usati i risultati:

(0) (2+n'/")" = (2+exp(°5"))" = (3412824 CEEE +o(PE7E))" = 3% exp {mlog (141557 + (4
o(L220))} = 37 exp {n (M2 + (22] 4 o(UE2 )} — 37 exp {1 logn +o(1)} =3"n'/3(1 + o(1));
(i) Vi 2=V =0 (§1 4+ F= {1+ ) =0 (LrgZnto(gn) —1-gim+olr) =
175 (1 + 0(1));

(idi) (1+27Y/m)" = (14 2exp(*28T))" = (3 4+ ZET 4 5(1))" = 37 exp {nlog (1 + ZET +o(L1))} =
3" exp {n(mog” +o(2))} =3"exp{2logm+ o(1)} = 3"7%/3(1 + o(1));

(iv) (1 +logn)°8™ = exp {lognlog (1 +logn)} = exp (lognloglogn(l+o(1))) = o(3").

) Siha

o(1)) 3(log 2)?
JZA+on) 26

T Bnd/nt Lyt 20— n2/n)  n3nelB(1+ of

dove in (a) si sono usati i risultati:
(i) (2 + 8Ym)n — 2. 37 = (2—|—exp(log8)) 2.3 = (3+%+9“—°g2&+o(§z))"—2-3" =

"exp {nlog (1+ l°g2 + (bgz) +o(25))} —2-3" =3"exp {n(log2 + % + 0(%))} —2.3" =

"exp { log 2 + 3(10g2) + 0(5)} =2-3"{exp (M(l +0(1))) —1} = 3"3(10g2 (I1+o0(1));

( i) Bnt/m + ) = 3mn(1+ )" = n3"exp {nlog (1 + s )} = n3”exp{ﬁ(l +
0(1)))} = n3"el/3(1 +0(1));
(iii) ¥/n? +2n—n2/" = n?/M (/1 + 2-1) = (14+0(1)){ exp (L log(1+2))—1} = (1+0(1)){ exp (Z(1+
0(1))) — 1} = %(1 + 0(1)).
3) Si ha

(24 8Y/myn —2.3n (a) 3"31"g2 (1+
1)




dove in (a) si sono usati i risultati:

(i) e/ = cos(9) = 1+ 3% + gz + olgir) = 1+ 57 = gr +0r) = 5 + 55 + ol =
22 (14 e + o(h));

(i1) (/" —cos(2))"" = (23£2)" (1+1£§§+ﬁ+0 )" (22252)"2 exp {n?log (1+ e +
o))} = (B552)" exp {n? (sataeaim + o))} = (2552)" exp (i) (1 + o(1). O
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Analisi Matematica 1
Integrali e integrali impropri

Esercizio 1. Calcolare i seguenti integrali indefiniti
1) [e*(32? +2)dx

(1)
(2) /( —4)?sinz dx
(3) [a*coszdx

(

4/m

5 [xv1+4a?da
(6) / sin? z cos’ = dx

sin® x
7 d
) /cos%v v

8) [costzdux.

9) [cos?z(cosx +sinz)? dx.

(
(
(
(10) [z(sin2z — sinz) dx
(
(

(14) / arcsin(v/7) dz
(15) / ﬁd;ﬂ

Esercizio 2. Calcolare i seguenti integrali indefiniti

2z +1
) /w(mQ +1) d

(2) /736(2;;—_11) dx
z—3
®) / D=2 ™

3
(4) /75'3(33 jll)Q dx

224 + 3
(5) /7:6(3: ++1)2 dx




00 [

W [ =

(12) / (22 +1x T
) [ G
14 / (2 + 1)1(562 +4) o

1
(15) /7@2 NP dz
1
(16) /m2(m2+1)2 dx

Esercizio 3. Calcolare i seguenti integrali indefiniti

(1) 1—1\—/—\/_

z+1
@) /23:(:6—3\/§—|—2) d
3)/7Vm+l+3dx

T+ 2
/ vr—1+1 d
T
r+2vV/r—1+2

5 dx
()/62964-9
/eﬂﬁsmhx

/:U +1)log(x + 1) dz

sin? z
cos? x




(9) / COSQ z dx

4cos? x + sin’ x

(10) /m/l—i— -z dx

(11) / Va2 + 1dx

o JE T

13

(13) x—i—l dr
\/1—5132

(14) dz
2241

(15) /x2\/9—x2d:6

Esercizio 4. Calcolare i seguenti integrali definiti

w/4 | o
(1) / | sin z| e

n/4 COST

3m/2
(2) / cos® x dx
w/2

2
(3) / | sin z|3 dx
0

/3 1
o 1l—sinzx

/4
(5) / _ BT g
0

1+sin?z

(6) /”/2 sin x cos x e
r/a V1 —cosx

1
(7) / e®log(4 + *) da
0

8 —d
) /1x—\/3x+4 v

Yog(z? —z +1)
9) /0 EEEE dx

(10)/ (2log x + 1) arctg(log ) e
1

(11) /03 arctg <£ii’> dx




(12) / sin —V 1+ 4cos?zdx
0

CO&

Esercizio 5. Calcolare i seguenti integrali impropri

1
(1) /0 77(14_@ dz
> log(1 + /)
S N RN e
°arctg(vVx—1) dr
1 Ve—1{z+2V/x—-1)

(4) /Oo e (x+Ver —1)da

3)

(1 —cosz)e *dx

dx

sinz log sin z log(sin z)
cos?
log =
(x —1) 3/2

*  logx
(9)/1 (x_g1)4/3 dx

Esercizio 6. Discutere I'integrabilita in senso improprio dei seguenti integrali

o0 log(x + 1)
1 ———d
()/1 Bror1”

o0 Jog(2 + 2?)
Vi arctg(z?)

1
1 log =
3 d
®) /0 |z — 1]5/4sin(x1/2) ’
' log(2?)
4 d
) /0 x1/2 arcsin(|z — 1/|9/4) v

+00 1
® )y e Dgirve

© ],
© | 7=
o]
© )

(2)

400 —x2/2
6 d
(©) /0 m+arctg( 1/4) v

+oo sm
\/_
7 — VT _d
()/1 (x_1)1/2 x



+o0 e T
(8) /1 (m—4)2(x+%)1/3 dx

400 et
9 d
( ) /_1 (x—3)1/3]$—%\1/2 r

(10) / o ! da

1 (2= 3)V3)z — %\1/2

—+00 1
11 d
() /1 @ — 334z — 412"

(12) /+Oo s 41w 4o
L e —sPAe - I

+0o0 9
(13) / e 2 dx

Esercizio 7. Trovare i valori di 8 € R per cui risultano convergenti i seguenti integrali impropri

+o0 1
(1) /1 I+ @r2P ™

+o0 (log(1 + 1))8
@>l —ir1 @

o arctg(r + 7)
O [ ogte s

400 1 B
(4) /1 (1 — cos E) 252 dx

o [
R

e =1
(6) /0 o dx
> logx
(7) /1 @ _gl)ﬁ dx

oo arctg(x? + 3)
®) /1 @+ )Pz +2)

) /O = (arctg%)ﬁ dx

—T

+00 e
w [
+o0o
(11) /0 (arctg 2)? (Vv + 3)% dx

1 2
(12) / 7C0; T3
o 2’ +Vx




(13) /0 o <e—x + xﬂ;;_g 1) dz

+oo to(-L
(14) / a8 5) g(mﬁ)dx
0 2—{—\/5

+00 |sin\%|ﬁ
1 z d >
15) /0 Velog(l+ v T PO

*© z(1l —cosx)e ™
1
(16) /0 arctg(z?) d

+oo . B
(17) / 2x + sin(x”) i, 550
o €% —cos(xf)

Esercizio 8. Trovare i valori di § € R per cui risultano convergenti i seguenti integrali impropri.
Calcolare, poi, i medesimi integrali per il valore di 8 indicato.

1 X
W [ g A1,

x—2)

B
> arctg% 1 B
(2)/1 <(w—1)2> a1 P

oo T+ 2 2
Tt By —
(3) /1 CE($2—|—2) € €Ly /8 0,

(4) /Ooolog(l—i-mﬁ) (%—Fﬁ) de, B=2,

b 1
(5) /0 Vo —1(x + 728) de, =0,




Analisi Matematica 1
Integrali e integrali impropri (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1

(1) Siha [e® (32 +2)de = e" (322 + ) — [e"(z+ 1) dz = e"(322 + z) —e"(x + 1) + [e"dx =
la2e® + C.
2 (@)

(2) Siha [(z—4) sinzdr = —(z— 4)2008x+f2(ﬂ:—4)cosxdx@—(3:—4)2005x—|—2(3:—4)sinx—
[2sinzdr = —(z — 4)?cosx + 2(z — 4) sinx + 2cosz + C, dove si ¢ usata l'integrazione per parti,
() =2(x — 4 =2(x—14 () =2
iIl (a) con ( ) ( ) ? f (1’) (x )7 e ln (b) con f(x) (x )7 f (1’) .7
¢ (z) = sinx, g(x) = —cosx, g'(z) = cosz, g(x) = sinz,
(3) Siha [2tcoszdr =atsinz —4 [23sinzdr = 2'sinz + 423 cosz — 12 [ 2% cosz dx = 2t sinz +
423 cosw — 1222 sinz + 24 [xsinz dr = rtsing + 423 cosx — 1222 sina — 24z cos x + 24sinx + C.

(4) Siha [ \S/ﬁ f 12718z = 3223 = 3(22 4+ 1)%/% 4 C, dove in (a) si ¢ usato il cambiamento
di variabili z =22z +1 — dz = 2dx

) Si ha fx\/1—|—4x2dx = f \/—dz = 522 = L(1 +42%)%2 4+ C, dove in (a) si & usato il
camblamento di variabili z = 1 4+ 422 — dz = 8z dx.

(a)
3cosxdx—fy 1—y2)3dy:%y3 y5—i—7y -

sinx + O, dove in (a) si ¢ usata la sostituzione

(6 ) Si ha fsm x Cos xdx—fsm x(l—sm x)
9 3 3 7 1
y+C gsmx 5smx+7smx—9

smx—y = cosx dx = dy.

(7) Si ha fig;zidx =/ 1255025? sin x dz @ —f 1=

si & usata la sostituzione cosx =y — —sinx dx = dy

= coszx + + C, dove in (a)

Ccos T

(8) Siha [ cos? vde 1/ (3+2cos2z+1 cos4m)dx——( x—l—sm2x+ § sin4x) +C, doveln (a)sie
usato il risultato cos* z = i(l +cos 2z)? = 1(1+2cos 2£C+C082 2z) = (1 +2cos 2z 4 5+ 3 cosdz) =
%(% + 2cos 2z + %cosélx).

(9) Siha [ cos®z(cosz+sinz)?dr = [cos?z(142coszsinz) de = [ H_%S(Qx) dz+2 [ cos® xsinz dx @

o+ Lsin(22) -2 [23de = S+ Lsin(22) — 3 cosz + O, dove in (a) si ¢ eseguita la sostituzione
z=cosx = dz = —sinzdx.

(10) Siha [z(sin2z—sinz)dz @ > [zsinzdz— [zsinzdx © 1(sinz —zcosz) — (sinz —z cosx) =

1 8in 2z — 32 cos 2z —sinz +x cos z, dove in (a) si & usata la sostituzione z = 2z (nel primo integrale),
e in (b) si & usato il risultato [tsintdt = —tcost + [costdt = —tcost + sint.

(11) Slhafez\[dt 2 1 [ze*dz

=1(z-1)e* =1(2Vt-1)e 2Vt dove in (a) si ¢ usato il cambiamento
di variabili z = 2Vt = t = % 2 dt =

(12 Slhafelf\/_dx:—?)f eydy() 3(y—1)%eY+6 [(y—1)e¥ dy = —3(y — 1)*e¥ + 6(y —
1)eY — [6e¥ +C = —3(y — 1)? ey+6(y—1)ey—6ey+C— —3el~ \f( 2/3—|—2£C1/3—|—2)+C dove
si sono usate in (a) la sostituzione 1 — Yz =y = =z = (1 — y) ydr = —=3(1 — y) dy, in (b)
f(y): (y_1)27 fl( ) _2( 1)7
9'(y) = e, 9(y) = ¢,
fy)=v—-1, fy) =1,
con § v, o
g (y)=e g(y) = ev.

I'integrazione per parti con { e in (c) lintegrazione per parti



(13) Si ha [loglez gy @ rlogyay @ y(log

y—1)+ C = logz(loglogz — 1) + C, dove si so-

no usate in (a) la sostituzione logzx = y — df = dy, in (b) lintegrazione per parti con
fly) =logy, f'(y) =3,
g =1  g)=uv.

()

(14) Si ha [ arcsin/z dx @ | 2y arcsiny dy ® y?arcsiny — [

y2
y? arcsin y—l J(1—cos 22) dz = y? arcsin y— z—|—4 sin 224+C = y? arcsin y—+ arcsin y—|—2 yv/ 1 —y2+

C= (x— —) arcsin \/_+ Vel —z)+C, dove si sono usate in (a) la sostltuzmne Ve=y = dx =
i

fly) = arcsiny,  f'(y) = ;
2y dy, in (b) l'integrazione per parti con _92 e in (c¢) la sostituzione
q9'(y) =2y, 9(y) = %,
y=sinz = dy =coszdz.
. (b)
(15) Si ha fcosgf fCOSQ = 2ytgy — [2tgydy = 2ytgy — 2]:2}3 dy = 2ytgy +

2log|cosy| + C = 2\/ztg/x + 210g | cos /x| + C, dove si sono usate in (a) la sostituzione /z =
fy) =2y,  fly) =2

1

y = dx = 2ydy, in (b) l'integrazione per parti con ¢ ",
9W) ==z 9W) =tgy.

Svolgimento esercizio 2

(1) Siha [ :1:(2;2—:11) dz @ (-1 xgil + %) dz = log |z| — % log(2? + 1) + 2arctg z + C, dove in

(a) si & usata la decomposizione 25t =1 _z=2 _ 1 1 2z_

z(z?2+1) — =  22+1 T =« 2 z2+1

2
x241°

. (@)
(2) Slhafx?g'_ll)dx = (3L -1-1 1) de =3 log|z — 1| —log|z| — & log|z + 1| + C, dove
3 _1

in (a) si ¢ usata la decomposizione
r(xrs—

(3) Sihafﬁ%dx@ (% -321 -1 L)de=2loglz —1| - 2 log|z| — § log |z — 2| + C,
dove in (a) si & usata la decomposizione oDy i1 37 2 —.

(4) Sihafﬂﬁ(l";’:rll)2 = f(1-|- —i—m 1—1—(96 1)2)dac—x—i—log\xl—l—log]x—l]———i—(}' dove in (a)

si e usata la decomposizione 2’ ) =1 —|— + = 1 + =12

z(z—1)2 )
(5) Siha x%iiﬁ‘; dx g>f(2$—4+%—|—$3‘_1 (:v+1) 7) do = 2 —4x—|—3log|x|—|—3log|x+1|—|— 1—|—C

. AN .. 204143 . 3 . 5
dove in (a) si € usata la decomposizione T )Z = 2r — 443 =+ —x+1 CEsyER

: 2 (@)
(6) Si ha i(:ffl‘;%dm:f( +4x+1+2(x+—1)2_1x 1—1—4(96 1)2)dx—log]x\+1log\x+l\

§ o 5 1 z243x+1
log |t — 1| = 3 ==5 + C, dove in (a) si ¢ usata la decomposizione 21 = —|— 4 m+1 +

i it i
(7) Siha [ 12+d21+2 = ({L’+Cll) 7 = arctg(z + 1) + C.

(8) Siha [ £l dr Y [ (a2 —20+2—

in (a) si ¢ usata la decomposizione

ac_2+gx+2) dr = %x:s —a® + 2z — Barctg(z + 1) + C, dove
=22 -2 +2—

=41 3
24+22+2 242z+2"



N

9 Zo—2 )dz = log|z — 1| — 3 log(a? — 2z +

3rx—2 ﬂ 1
i ha f ooy 40 = J (G -3 P e R 2a;+2
( 3r—2 1 z—4

) S
2) + 3arctg(r — 1) + C, dove in (a) si ¢ usata la decomposizione TDGE072) — 71~ Pogais =

11 22 3
r—1 2 22-2x+2 2 —2z+2"
dx _ dx _ 4 dx — 2 2z+1
(10) Si ha f 224+l f (z+3)2+5 3 f 1+(2af/§1)2 V3 arctg( V3 ) +C.
: 3z+1 _ 3 _2z+1 1 3 2z+1
(11) Siha | 3= de = [ T T 23 +$+1) dr = 3 log(z? + z + 1) — % arctg ( f/§ )+ C.
. (a)
(12) Siha f x(a:;j-mm—l—l) = f (%_% $22_T_;r_}_1 % J:2+x+1) dr = log ’1" log(x +.%'+1)—7 arctg (2?1)4‘
C, dove in (a) si ¢ usata la decomposizione m = % — mggf:;rl = % — 5 ng;}rl 5 :rQJrl:erl'
. 2 (a)
(13) Si ha f%dx = (A -2- mg—il - QH)d:U = 4log|z — 1| — 2log |z| — log(x? +
1) — 3arctgz + C, dove in (a) si ¢ usata la decomposizione % = -4 -2_ % =
42 2 3

. (@)
(14) Slhafmd:c:f(gx%ﬂ—%x%ul)dx—garctgx %f(_) +1+C’ Tarctgw —
2
_1_1 11

1 1
x2+1)(z2+4) 3 2241 3 22+4°

tarctg 2 4+ C, dove in (a) si & usata la decomposizione i

(15) Si haf( QH dz 2 [ (3= e + 3 dx:v2+1)dx_ larctgz +1 - T ¢ dove in (a) si ¢ usata la

1 _ Az+B d Cz+D __ 1 da (1
z2+1)2 T 2241 + + d:z:( )

decomposizione 0 d5 o1 = 2 o 3 xQ—H .
. da (a) 3 1 1 d 32242 _ 3 1 32242 .
(16) Siha [ PRI pERRyE dax = (— 5271 — 7 ds x(12+1)) dr = —5arctgr — 3 2D + ¢, dove in (a)
N s 1 _ A | Bxd+C | d Da2’4Ez+F _ 3 _1 1 d 3z%42
si ¢ usata la decomposizione PEIE T 3 + T T a TGIAD) T T2 T 2 deaerl)

Svolgimento esercizio 3

(a
1 7 dx f;ild Qf(y—l—i—ﬁ)dy:y2—2y—|—210g\y+1\+0:x—Q\/E—i—Qlog]\/E—i—
1| +C, dove in (a )Sle usata la sostituzione \/r =y = dx = 2y dy.

+1 t2+1 _ 1 2 5 1 _ 1 5
f2xmx3\/_+2 ftt2 3172) f(%‘ﬁJrim)dt—glogt—Qlog\t—l\JralOg!t—

2| + C = Llogz — 2log|y/z — 1| + Slog|y/z — 2| + C, dove in (a) si & eseguita la sostituzione
VT =t = dz = 2tdt.

2 b
3) [ vx;gr;?’d @ %dy ® 2[(1+3 Zyj& 7 7) dy = 2y + 3log(y® + 1) — 2arctgy + C =
2vx 4+ 1+3log |z +2| —2arctg v + 1+ C, dove si sono usate in (a) la sostituzione vz +1 =y —
2
dxr = 2y dy, e in (b) la decomposizione ny—:LBIy =1+ 3y+} 143 iyﬁ y21+1.
V=141t 5 (@) 2@y 4y) (®) 2y+2 2
4) f T+2v/2—1+2 de = [ Y2 +2y+3d =20 - 2 Y2 f2y+3 y? +2y+3) dy = 2y —log(y” + 2y + 3) —

2f(1,+(117§21 = 2y—log(y +2y+3)—2\/§arctgyj§1 +C =2z — —log|x+2\/x—1+2‘ —

¥)y

vz
21/2 arctg 7”6\_/—;“ + C, dove si sono usate in (a) la sostituzione vz — 1 =y = dx = 2ydy, ¢ in

. 2ty +3 1_2y42 2

(b) la decomposizione ygywyﬂg. =1- m =1-3 y2f2y+3 TR



(a) T
() [ mrde = [ jprre W LI J (G —77%) dy = § loglyl — 35 log (4> +9)+C = gz —1—18 log(e** +
)

9) + C, dove si sono usate in (a) la sostituzione e =y — =z = logy,dz = ?, e in (b) la
izi 1 _11_ 1_y
decomposizione a5 = 5y — § 25

(a) ()
©) f exsilnhx de = f—emz_l de = 7y(y22_1) dy = (—% + y%l + ﬁ) dy = —2log|y| + log|y? —

1] + C = =2z + log|e*® — 1| + C = log|1l — e2%| 4+ C, dove si sono usate in (a) la sostituzione
dy ..
=y = x=logy,dr = > ein (b) la decomposizione ﬁ =- % + y%l + yﬁ

(1) [(2® + )log(x—i— 1) dx @ (1m3+x) log(z + 1) —f(%x‘?—i—x)%ﬂdx = %(m3+3x)log(aﬁ+1)—

2@ -z +4- )d:v——(:c3—|—3x)10g(3:—|—1)—%3:3+%x2 %x+%log|x—i—1|+€, dove
x) =log(x + 1 (z) = 2=
si sono usate in (a) l'integrazione per parti con f,( ) zg( +1), (z) 117;1’ ein (b) la
g'(z) =2+ 1, g(x) = 32° + =,
decomposizione ”Cifi =22 —x+4-— m—+1
®)
(8) fig;fd —fy+1)2d (1—— 2+1—i—2dyy2+1)dy—y— arctgy+2y2+1+C—tgaz—
%x + Z sin 2z + C', dove si sono usate in (a) la sostituzione y = tgz — (:os2 T = hLlyQ,st T =
2 d . .. 4 2y%+1
14%7’ dr = HZZ’/Q, e in (b) la decomposizione (ygyT)Q =1- (ngI) =1- 2 7 +1 Zi
_ Y 1 _

(9) 4cosgoms+§1n x dz = f 1—1—C§ios$2m - f (y2+1)(y? +4) -3 f Y +1 3 f 2—|—4 3 arctgy 32 arctg 2=
éx — é arctg , dove in (a) si & usata la sostituzione y = tgz = cos’z = 1+y2 ydr = 1?_3;2.

(10) Jayf1+ Jode @ [ (21 y-Judy = B3 +C = B(Sa*+Fo—F)/1+ Ja+C,

dove in (a) si & usata la sostituzione y = \/1+ J2 = 2 = §(y* — 1), dz = Sydy.

(11) [Vaz? + Tde & fy-ykly—kl :if(y—ki—l—y%) dy:i(%y2+210g|y|—ﬁ)—l—C:%x\/aﬂ—i—l—l—
$log(z + V22 + 1)+ C, dove in (a) si ¢ usata la sostituzione vV1+22=y—2 = z= Lol gy =

2y
2
yzytl dy, V1+ 22 = 3/2;1.
/1 [ R E S R ) 2t \2£241 241 (1t2+1>2 1 1
(12) f =T Fdx - f 22 dx = (t271) 2t 2t2 dt = f t(t2—1)2 dt = f (?+(t71) (t+1) )dt
log [t| — 727 + tj%l +C =...=log(z+Va?+1)-¥YEE x2+ +C, dove in (a) si & eseguito il cambiamento
di variabile Va2 + 1=t -2 = x = ’522_;1, dr = tzttl dt, Va2 +1= t2+1.
Vz2 @ rz221 1 —14 1 —1)? 1 2 1 1
(13) f ST o = EETW 2z2 _2f(z dz=5 [(1=3+3)dz=52-loglz| - 5

\/:c2 - log(m + Va2 —1)+C, dove in (a) si & usata la sostituzione vz?2 —1 =2 -2 —
p= 2 dp = Pl i 1= = —1
2z 7 222

V1 (a cos? _ cos?y _ 1 (b) d (i) 1 2
(14) f x2+€ dx f 1+sm y f2s1n 2 ytcos?y dy = IW f222+1 22-7-1 2 f m a
2+1> dz=2{ \/— )2+1 — arctg z = /2 arctg(v/22) — arctg z + C = /2 arctg(v2tgy) —y + C =
d
V2 arctg(v/2 tg arcsin z) — arcsin x + C @ V2 arctg ( 22 ) —arcsinz + C, dove si € usata in (a) la

oo

sostituzione x = siny = dx = cosydy, in (b) la sostituzione y = arctgz — dy = zgdjl, in (c) la

decomposizione —* L — 2. 2 c¢in (d) la formula tgarcsiny = —Sinaesnz_ _ 2z
p 2241 22+1 241 2241’ ( ) g \/1—sin2 T a7



(15) fx2x/9—x2dac ) [9sin?t - 3cost - 3costdt = © Slf (1 —cosdt)dt = 3 (t — Lsindt) + C =

8L arcsin £ — &1 sin (4arcsin ) + C = © 81 4resin 2 — 22(9 —22%)V9 — 22+ C, dove in (a) si ¢ ese-
gulta la sostltumone r = 3sint = dw = 3cos tdt in (b) si & usato il risultato sin?tcos?t =
1sin?(2t) = (1 — cos4t), e in (c) i risultati sin4z = 4sin zcos z(1 — 2sin? 2) e sin (4arcsin ) =

42(1— %)\/1 2 = 4 29— 2229 — 22

O
Svolgimento esercizio 4
/4 4 sin 4
1) J° 7/r/4 ‘:g;;' dr = fﬂ/ SME gy = 2[ — log | cos wa/ = log 2.
f?m/Qcos xdx—fgﬂ/zl—&n?x)cosxdx: f (1—19?) —[%y‘rs—y]l_l:—%, dove si e

usata in (a) la sostituzione sinx =y = coszdr = dy.

3) f027r |sinz|?dz =2 [ (1 — cos? z) sinx du @y fil(l —y?)dy =2[y— %yg}il = &, dove si & usata
in (a) la sostituzione cosz =y = —sinzdzr = dy.

@) [P g, @ (VA 2dy _ (V5[5 2dy :[_L]‘/g/?’—_ﬁ — 2 =1+4+/3, dove si

0 I-sinz ™% 7 Jo g, 12 IO (y-1)? yv—1lo T 353
¢ usata in (a) la sostituzione z = 2arctgy — sinz = %, dx = %.
(5) 0”/4 ljfsgirf% fo . y22 1+y fl ngdfl = [+ 1log(2y? + 1)](1) = 1log3, dove si ¢ usata in (a)
la sostituzione = = arctgy = sin’z = 1+y2, dx = 1+y
© Sf sz @ 0 g r 2 - 0 = 2k o] s = 444 (1-

NARE \f o . :
7) —24/1 — %=, dove si & usata in ( ) la sostituzione cosx =y = —sinzdx = dy, ein () la
sostituzione /I —y =2 = y=1—2%,dy = —2zdz.

fo xlog(4+e%)daﬂ = fl log(4 + t2)dt = [tlog 4+t - [ 217 ] @ [tlog(4+t2) — 2t +

4412
e e
4 [ 1+( ] [tlog(4—|—t2)—2t+4arctg <%>]1 = elog(4+62)—26+4arctg%—log5—|—2—4arctg%,

dove si € usato: in (a) la sostituzione t = €%; in (b) la decomposizione 42+t? 2— 4+—tg
() . .
8) [° 1M/T fl = 3y S dy = ;[log]y—i— 1| + 4log |y — 4\]1 = Jlog <§), dove in (a) si &
esegulto il cambiamento di variabile y = 3z +4 = x = %(y2 —4), dr = %y dy, e in (b) si & usato

il risultato fﬁdy = %f(yTll + ﬁ) dt = 2(log |y + 1| +4log |y — 4]) + C.

og(z2—x (a) T (b)
9) Jo o gimyfl’ do [ = 2y log(a? m+1} I iy de [~ log fo + 1] + log(?

1
x+1)+ \/— arctg <2f/—1)}0 = —log2+ % arctg ﬁ 3\/— —log 2, dove si & usata in (a) l'integrazione

. fl@) =log(a® —x+1), fl(z)=3F0g . o .
per parti con {g'(m) _ (H}l)% o) = _:#:1 e in (b) il risultato [ m de =



J (g — o) de = —logle + 1| + 5 [ Figde+ 5 [ 7(x_%1)2+% dr = —log |z + 1| + 5 log(a? —
1 221
x+1)+%arctg( 7 )+ C.

e ogx arc ogx a b C ﬂ_
N = f01(2y+1)arctgydy(=) {(y +v) arctgy] — Iy !y/Qi?{d © [er

1
% log(y? +1) —arctg y]o =5—-1- % log2+7% = BQTW —1- % log 2, dove si ¢ usata in (a) la sostituzione
_ _ 1
fly) =arctgy, f'(y) = 777,
gy =2y+1, gly) =v>+v,
11r1su1tatofyg+1dy—f( y+1)dy—f(1+2y+1 21+1)dy:y+llog(y2+1)—arctgy+0.

a; (@) (b) (0
(11) f03 arctg (gﬁ’) dx = fof 2y arctg <Zﬁ’> dy = {y arctg ziﬂo + fo T@H-S dy =7+ |y —

V3
2log(y? + 4y + 5) + 3arctg(y + 2)} . + /3 — 2log % + 3arctg(2 + v/3) — 3arctg(2), dove
n (a) si & eseguito il cambiamento di variabile y = \/z = x = y%, do = 2y dy, in (b) si & eseguita

=arctg L3 f(y) = — L,
f,(y) gy S'0) ) VA5’ e in () si & usato il risultato
9'(y) = 2y, 9(y) =y,

2(2y+4
f 2Jr4y+5dy—f(1— (+Zy+)5+(y+2) )dy:y—210g(y2+4y—|—5)+3arctg(y+2)—i—C.

(12) 7"/4 sinz mdx \2) f\/_/Q V 1t+4y” 1+4y d B) r24v5 2241 1622 . zjz—i;l dz — 2f2+\f (2 +1) s dz (;)

dz
xX

logr =y = = dy, in (b) l'integrazione per parti con { e in (c)

I'integrazione per parti con {

cosZ x y2 V243 2z (22-1) V243 2(22
9+4\/ (t+1)2 5, (@ 9+4V5 9+4v/5 4 o 9445
2f+2\/_ t(t— 1 7 dt = {1 glt]—¢ 1]5 26 = log 5426 8+4\/5+4+2\/6 =...=log 5+2\/+\/_ \/_
dove in (a) si & eseguito il cambiamento di variabile y = cosx = dy = —sinx dz, in (b) si & esegui-

to il cambiamento di variabile /1 +4y2 =2 — 2y = y = 224;1, V1+4y? = 322‘:1, dy = Zi:;l dz,

in (c) si ¢ eseguito il cambiamento di variabile t = 22 = dt = 2zdz, e in (d) si & usato il risultato
(t+1)2 4
-z = JG+ - 1)2) dt =log|t| — = + C.

O

Svolgimento esercizio 5

(1) Determiniamo una primitiva | dr @ [ 2l 264 dy = [ 2% = log|2y + 1|+ C =

N 1+$ y2ty (2y+1)2 2y+1
log(1 + 2z + 2\/:62 +2)+ C, dove in (a) si ¢ usata la sostituzione Va2 +z =y -2z — z =
2 (02 & = L _ 25742
Traye Vi + 1+QZ’ dr = Gt dy. 1
Allora fo \/m dr = C£%1+ [log(1 + 2z + 2Va? +x)], = log(3 + 2v2) — clir(r)l log(1 + 2¢ +
2V + ¢) =log(3 4+ 2v2).

(©)

log(1+ log(1+y) 5 (0)  ,log(1+
(2) Determiniamo una primitiva [ \/O—g(2+\\//__)2 ) i O§+2)g = 2 Og;+2y) +2f (y+1)1(y+2) dy =
log(1 olog(1 1 .
_olog(lty) og( +y) + 2logly + 1| — 2logly + 2| + C = 0g2(+f/\[) + 2log (;%) + C, dove si sono usa-
te in ( ) la sostituzione \/z =y = z = y?, dr = 2ydy, in (b) l'integrazione per parti, con
fy) =log(l+y), fy) =15,
¥" e in (c) la decomposizione ——t—sr = Lo — L
{g’(y) =iz W) =y WD+ =kl -y



oo log(1 . lo 1 1 T\ ]w . lo 1 1 w
Allora f \/5((2:\%_)) dr = wgrfoo [ g2(+‘:‘/_) +2log (Z:tg)]o = wgrq{loo ( g2(+‘}/_)+2log (;g) >+

2log2 = 2log 2.

(3) Determiniamo una primitiva [ % V;:/i) dr #‘ﬁ’zy) 2udy =2 [ ?rflgy dy ® —Qal;igly—i—

1 © t 1 1 t
2] o v = 25 4 (s y2+1 1) dy = —2%75Y +logly + 1] — 3 log(y” +

1) + arctgy + C = 2ar1C4t_g\/7v + log (H\Fv ) + arctgv/x — 1 4+ C, dove si sono usate in (a)

la sostituzione vz —1 =y = =z = y?> +1,dr = 2ydy, in (b) l'integrazione per parti, con

fly) = arctgy, f'(y) = i, ) . .
e in (c¢) la decomposizione ——%5— = —— — 24—,
{g’(y) =i 9W) =~ W) © ety
oo  arctg(vx—1) T arctg v/ 1+vz — _
Allora fl T letavaT) dx = wll)I}_loo [ 28 e T2 1+\/7 L 4 log ( f ) + arctg v/ ] wll)r_{loo (
2ar1cthg\/7v + log (1+vf ) + arctg vw — )

(4) Determiniamo una prlmltlvafe (x4+Ve® —1)de = [we @ da+[e /21— e dx W ey

[e%de —2[+\/1—y dy— (x + 1)e” —2fcoszdz: —(x 4+ 1)e™® — [(1 4 cos2z)dz =

—(z+1)e ™ —2—1sin2:4+C = —(v+1)e " —arcsiny—y/1 — y2+C = —(z+1)e"* —arcsin(e~%/2) —
e~/2\/T —e=% 4 C, dove si sono usate in (a) la sostltumone e =y = —56*1/2 dr = dy, e
f@)=z,  fl@)=1

T

, i _, ein (b) la sostituzione y = sinz =
g(x) =€, glx)=—e,

I'integrazione per parti, con {

dy = cos z dz

Allora [(“e ™ (z + Ve* —1)dx = ll)I}_l [ — (z + 1)e™® — arcsin(e™%/2) — e7%/2y/1 — e—x]g =
lim ( — (w+1)e ¥ — arcsin(e9/?) — e=w/2\/1 — e*“’) +1+5=1+7.

w—+00

(5) Determiniamo una primitiva: poiché [z(1 — cosz)e *dzx = [ze "dr — [xe  cosx dz, calco-
liamo [ze *dr=—ze ™+ [e*dz=—(z+1)e "+ C,e [xe “coszdr N
[(z + 1)e “sinzdx &) —(z + 1)e "cosz + (z + 2)e “sinz — [(x + 2)e *cosxzdz, dove si

f(z) =cosz, [f'(z)=—sinz,

gl(x) =zxe ", g(x) = —(1- + 1)671

—(x+1)e " cosx —

—

¢ usata lintegrazione per parti, in (a) con { e in (b) con

o ! — e
f,(g:) =sinwz, f'(z) = cosz, Quindi, 2fxe—x cos T dz + 2f€—m cosxdr = —(x +
g (@)= (xz+1)e™, gx)=—(z+2)e "

(©)

1)e™ cos a+(z+2)e “sinz, cioe [ we ¥ coszdr = L(z+2)e T sinz—3(z+1)e % cosz— [ e coszdr =
s(x+2)e sina—L(z+1)e " cosz—F e ¥ (sinz—cosz)+C = §(z+1)e ¥ sinz—Fxe  cos z+C, do-

ve in (c) si & usato il risultato [ e coszdr = —e “cosz— [ e “sinzdr = —e “cosx+e “sinx —
e ® cosxdx :> fe P coszdr = Je*(sinz — cosz). Concludendo, [z(1 — cosz)e ™ dr =
—(z+1)e™® — Lz +1)e "sinz + Jze " cosz + C.
_ o . _ 1 . 1. w
Allora fo z(1 — cosx)e™Fdr = wgrfoo [— (x4 1)e® — 3(z + 1)e “sinz + Fze :”cosx]o =
l — W = =
wgrfoo(zwe cosw — (w+1)e ™ — L(w+1)e” smw—i—l) 1

——2dr__ — arcsin(2z—1)+C.

(6) Determiniamo una primitiva [ m = [—L _( — = = [ 2 =t

dxr = lim [arcsm(Qa:—l)] 2, hm [arcsm(Q:U— 1)]

Allora fO m v 1/2

= T.



(7) Determiniamo una primitiva [ sinclog(sing) ;. (@) log(sine) _  do _ log(sina) _ ST ©

cos? x cos T sinx cos T 1—cos? x

1 (o) 1 log(si
Ogcsslgx f m s = Ogcsslr;x) —Llogly — 1|+ 3logly + 1|+ C = log(sinz) log (3£=2) 4+ C, dove

cosx l—cosx

flz) = 10g(sinx), fl(x) = e
g/(.%') = CS;:Qxxa g(l’) = Cosz’

_ _ : _ : > 1 _1(_1 1
tuzione cosz =y — —sinzdr = dy, e in (¢) la decomposizione o 5( — )

Yy
/2 sinz log(sin z) T log(sinz) 1+ 1 . log(sinz) | 1 14+ /2
Allora [ % dx = alggh [lo8ing) | 1o (dteoszy] y piy  [l8lnD) 4 1gp (Licosa)]

in (b) la sosti-

si sono usate in (a) l'integrazione per parti, con {

o . log(sin b) 1 14cosb . log(sin a) 1 1+ .
_b hm, ( cosb +§10g(lfgg:b)) - 11m+( cosa +§1Og(175822)) -
—r /2 a—0

. 1 in(Z— . ina)— _
— i w _ 1 2log(sina)—cos alog(l—cosa) 1 10g 9 —
cos(5 —c¢) 2cosa

a—0t
logs(i?;a) _ lim 2loga+o(1)7(1+204(_02)()1;0g(%(lJro(l))) g2 -

. 2log a+o(1)—(1+o0(a))(2 log a—log 2+4o0(1
— i 21ogetol)=(-+o(e)@ ogo—log2+o1) _ 4

c—0t

= lim
a—0Tt

a—0Tt

log(l—%a2+o(a2))
a(l+o(1)) a0t

o —1a2(1+0(1)) . log2+4o(1) 1 _

= S ey - Jm Torm — plos2 = ~log2

(8) Determiniamo una primitiva f k’g)ﬁm dr @ _ 2109;”5 -|-f = dz ® 21°gx_|_f 426_%/1 = 3@4_

darctgy + C = ?/IE + 4 arctg \/x -1+ C, dove si sono usate in (a) l'integrazione per parti con

x) = log x, "(z) =1,
{;,((x)) B & 1 g(i))_ _m , ein (b) lasostituzione vz — 1=y = z =y>+1, dov = 2ydy.
- (:r 1)3/2a - ﬁ’

Allora [° mlogfﬂ dr = hm[ %/1ﬁ+4arctg\/x— ] + lim [— 3/1@+4arctg\/m— 15 =

x :B

c—1t w—-+00
11I{1+ <f/ly 4arctg v/r — ) + wgr}rloo < %}M + 4arctg vVw — ) = 2.
c—r
(9) Determiniamo una primitiva f( log)ﬁm Az & —?i/logi + fx\/iid © _ 3109;9“ 9%{?{ ©

31 2y—1 31 3
\/og—x+f( y+1+23g143y+1+2y — ) dy + C = — 5L — 310g|g;1+1|+ log(y —y+1)+
6f (2y 1)2—1—0— —ﬂ—i’)log]y—i—l\—i—‘?log(y —y+ 1)+ = 3*Zgigi—3log\l+\/xT]+
V3

3 log ({/(z — Vo —=1+41) + 3V3 arctg 27”?—31_1 + C, dove si sono usate in (a) l'integrazio-

=1 s ! = l’
f,(x) Ogﬂi Fla) =3 3 in (b) la sostituzione vz —1 =y = x =
9@) = oy 9@) =~

ne per parti con {

y3+1, dz = 3y* dy, e in (¢ yi?-yu = —m+y(€;ﬂ = y+1+2 y23yi1+% y2_1y+1-
Allora ;™ lof)‘ﬁ 5 dr =

_cl_1>r{1+[—%/lﬁ—3log]1+\3/m\+§log (z —1)? \/le+1)+3\/§arctg2%—%]i+
+ lim [ %L —3log 14 Yo — 1+ § log ({/(e = 17 = V= 1+1) +3V3 avctg 2V ] =
:clir{l+<%}ﬂ+3log|1+\/m|——10g(\/(c 1)2 — \/c—1+1)—3\/§arctg2\/? 1>+
+wl—i>I4I—1c>0( ?}@—3log|1—|—\/—|+3log(3 (w—1)2 \/w—l—l—l)—i—?)\/garctgL\/%*l):



3
:wf+ lim (—31°g +32 1o V(W 1)? +1+3\/§arctgzgivw_l_l>— mV3 | 3V3T _ 95\ /3

w—r+00 V-1 (1+ \/7 )? V3
U
Svolgimento esercizio 6
(1) Poiché f(z):= % = 1Og;g“"(l +0(1)), x — +00, ne segue che f1+°° f(z) dx converge.
(2) Poiché f(z) := \/lgi(itgm(ié) = 27}0\%”(1 +0(1)), © — 400, ne segue che ffLoo f(z) dx non converge.

(3) Sia f(z) := ‘x_l‘;ﬁi%. Poiché f(x) = lf}g_”&( +0(1)), = — 0T, allora f01/2 f(z)dzx converge.

o —1)(140(1 - 1
Poiché f( ) - sml(Tx i\(5/t(()§—|—)()7(1)) - sulll m(l + 0(1))7 z — 17, allora fl/z f(x) dx converge.
Ne segue che fo x) dx converge.
(4) Sia f(z) = xl/Qari(s)igrfax)—l\g/‘l)' Poiché f(x) = 27}0\?5(1 +o0(1)), z — 07T, allora f01/2 f(z)dz

2z—1)(1+0(1)) _ 2
lz—19/4(140(1)) —  |a—1[>/*

1
converge. Ne segue che fo () dz non converge.

converge. Poiché f(x) = (14 o(1)), z — 17, allora f1/2 x) dzr non

(5) Sia f(x) := NGIE 2+1)10g(1+f) Poiché f(x) = m x — 07, allora fo x) dx non converge.
Poiché f(z) = 17 log$(1+o(1)) x — 400, allora fl () dx converge. Ne segue che fo f(x)dx
non converge.

(6) Sia f(x):= e Poiché f(z) = o) oy 0t allora f x) dz converge. Poiché

V2z+arctg(z1/4) z1/4(1+0(1))’ 0 g

—x /2

flx) = m = o(ﬁ), T — +oo0, allora f1+°° f(x)dx converge. Ne segue che fo < f(x)dz
converge.

sin ==
(7) Poiché f(z) = ﬁ ¢ tale che |f(z)] < m, xr — 17, allora fl x) dx converge. Poiché

(o)
@) = Sy = &

non converge.

(14+0(1)), z — 400, allora f;oo (x) dx converge. Ne segue che +°° f(z)dx

(8) Sia f(x) := m. Poiché f(z) = g \/E()llt??((;-)y)o(n) xr — —3, allora f f(z) dz converge.

. / et o e
Poiché f(z) = - %(mi(i;(i)())(l)) x — 4, allora f3 x) dx non converge. Poiché f(z) = o] =

o(ﬁ), x — +o00, allora f5+°° f(z) dx converge. Ne segue che f+°° f(z) dx non converge.

: — e —1/2 (140(1)) 1 2
(9) Sia f(x) = W’Tw Poiché f(z \/>‘ 1/20(1+o , & — 3, allora [ f(x)dx
converge. Poiché f(x) = e”* (1+o(1)) , x — 3, allora f2 x)dx converge. Poiché f(z) =

V3 @=3)1/3(1+0(1)
= 0(=1w), @ — +00, allora f;oo f(z) dz converge. Ne segue che f_+°° f(z) dz converge.

3, allora f f(z

965/6(61+0(1))

(10) Sia f(z) := w Poiché f(z \/7|

|1/2 (140(1))

converge. Poiché f(x) = \/5(1—3)11/3(1+o(1))’ x — 3, allora f2 x)dx converge. Poiché f(x) =

x — 400, allora f;roo f(x)dx non converge. Ne segue che fjloo f(x) dx non converge.

1
/5 (11 o(1))



. o 2
(11) Sia f(z) := m. Poiché f(z) = & )3/4‘x__|1/2(1+ oy v 1, allora [~ f(z)dx

converge. Poiché f(z \/>| 3|3/4(1+0 ) x — 3, allora f2 x)dx converge. Poiché f(x) =
e i d N he [17° f(x)d

Sy & ~+00, allora f5 (z) dx converge. Ne segue che [ f(x)dx converge.

: o x|~1/4 c 12 — g log |z|(1+o(1
(12) Sia f(z) = %. Poiché f(x) = w, x — 0, allora f_1{4f(:n) dx con-
4

verge. Poiché f(x) = © l)gg/f’; ﬁ‘)l(/IQELlf)() oy L %, allora f1/4 f(z)dx converge. Poiché f(z) =
10g(3+371/4)(1+0(1)) x — 3, allora f2 x) dx converge. Poiché f(x) = %, x — 400, allora

V3 =334 (140(1))

5+°° f(z) dx converge. Ne segue che fjloo f(x)dx converge.

(13) Sia f(z) := e **/2. Poiché f(z) = e /2 = (=), & — 00, allora fEOO f(@)dae [;7° f(zx)da

convergono. Ne segue che fj_ocf f(x) dx converge.

Svolgimento esercizio 7

(1) Sia f(x):= m Poiché f(z) = m, per © — +00, allora l'integrale ffroo f(z)dx
converge <= 2+ [>1 <= [ > -1

og(1+1))8 L L (1+o(1
(2) Sia f(z) := (Ig\(/l_xiii))_ Poiché f(z) = \”/%EJOEI;; = xﬁil/g(l + o(1)), per z — +oo, allora
I'integrale f;oo f(x)dx converge <— [+ % >1 < (B> %
(3) Sia f(x) := %. Poiché f(x) = %, per z — 400, allora l'integrale ;OO f(z)dx
converge <— > 1.
. c 1 B/
(4) Sia f(z) := (1 — cos —) P4B/2 Poiché flx) = 525) flio(l)) = %1113/2(1 + o(1)), per x — +o0,
allora l'integrale fl f(x)dx converge <= 115 >1 < B> %
sin 1_18 - o
(5) Sia f(z) = % Poiché f(z) = (&) {,,(/1; W) _ 6%1}3*31* (14 0(1)), per z — +o0, allora
I'integrale fl f(x)dx converge <= % —3>1 << < —%.

(6) Sia f(x):= Cia Vil Poiché, per z — 07, f(z) = w2(to(l) $1/12_6 (14 0(1)), allora l'integrale

z(l—x) Va(l+o(1))

f01/2 f(z)dz converge < 1/2— 3 <1 <= B> —1i. Poiché, per z — 17, f(z) = (\e/z_l)j((%((ll))))
allora l'integrale f11/2 x) dx converge per ogni 5 € R. Ne segue che l'integrale fo x) dx converge
= B>-1
(7) Sia f(z) = (;ng';ﬁ Poiché, per z — 17, f(z) = (2= (192(1;;;;( D — = 1)3,}(1+ @y @llora lintegrale
fl x)dx converge <= [ —-1< 1 <= [ < 2. Poiché, per z — +o0, f()—%,
allora l'integrale f2 f(x)dx converge <= [ > 1. Ne segue che l'integrale fl f(x) dx converge
— pe(1,2).

. arctg(z243 s 1z arctg 4(14o0(1 5e

(8) Sia f(x) := %. Poiché, per x — (=1)*, f(z) = %, allora l'integrale

E f(x)dx converge <= p < 1. Poiché, per z — 400, f(z) = M, allora l'integrale

1 2P+1(140(1))

10



;Oo f(z)dx converge <= [f+1>1 <= [ > 0. Ne segue che l'integrale fjloo f(z)dx converge

<~ p€(0,1).

(9) Sia f(z) := (arctg %)ﬁ Poiché, per x — 07, f(x) =
converge per ogni 5 € R. Poiché, per x — 400, f( ) =
fx

™

(5) ), allora I'integrale fo x)dx

m, allora I'integrale +°O f(z)dx

) dx converge <= [ > 1.

. e~ T . , -3 o
(10) Sia f(x) := Ry Poiché, per z — 3T, f(x) = \f(m él)+(1(+))(1)) allora l'integrale f3 x) dx

converge <= (3 > 1. Ne segue che l'integrale ffL

S
15+1/2(1+0(1))

f4+°° f(x) dx converge per ogni 3 € R. Ne segue che I'integrale f3 (z) dx converge <— [ < 1.

(1 ) Sia f(z) := (arctg 2)?(v/x 4+ 3)?5. Poiché, per x — 0%, f(z) = 325336(1 +0(1)), allora l'integrale
fo x)dx converge <= [ > —1. Poiché, per x — +oo, f(z) = (g)ﬁxﬁ, allora l'integrale

converge <= [ < 1. Poiché, per x — +oo, f(x) = o(m%), allora l'integrale

4+°° f( )dz converge <= [ < —1. Ne segue che l'integrale f0+°° f(x) dxz non converge per ogni
B eR.

(12) Sia f(z) := @223 Per z — 0T, si ha:

Pz *
(a) se B> %, flx) = %, e l'integrale fo x) dx converge per ogni 3 > 2,
(b) se =3, f(z) = 2%&?{)1()))) e lintegrale fo x) dx converge,
(c) se B < %, flz) = % e l'integrale fo x) dx converge per ogni ff < 2

Ne segue che l'integrale fol f(x)dx converge per ogni § € R.

(13) Si ha +OO< 4+ xf;lq) de = f0+oo e Tdxr + f0+oo w2812 dg + f dx Ora, il primo

integrale converge, la convergenza del secondo integrale dipende da (3, ma 11 terzo integrale non
converge. Poiché sono tre addendi positivi, la somma dei tre integrali non converge, per ogni 5 € R.

arc .
(14) Sia f(x) == ;ff/ﬂf). Per z — 0T, si ha:

(a) se B3>0, f(x) = (14 0(1)), e l'integrale fo x) dz converge per ogni 8 > 0,

(b) se B=0, f(z) = 5(1+o0(1)), e I'integrale fo x) dx converge,

(c) se <0, f(x)= % e 'integrale fo x) dx converge per ogni 5 < 0.
Ne segue che l'integrale fo x) dx converge per ogni € R. Per x — 400, si ha:

=5 (1+0(1)) , o .
(d) se B >0, f(x) = 1/2 (1+o(1)) = m6+11/2(1 + 0(1)), e l'integrale ffL f(z)dx converge per ogni

B+1/2>1 — B>2,

(e) se B=0, f(x) = m, e 'integrale f;roo f(x) dx non converge,

(f) se B<0, f(x)= % I'integrale ffroo f(x)dx non converge per ogni 5 < 0.

11



Ne segue che l'integrale f;roo f(x)dx converge <= [ > % Allora, 'integrale proposto converge
= B>1

| sin —=|° . .
(15) Sia f(x) := W\C—\ﬂ Per z — 07, siha 0 < f(z) < \Flog(11+\f) = $5/6(11+0(1)), da cui segue
che l’integrale fo x) dx converge per ogni > 0. Per x — 400, si ha:
(140(1)) . n
(a) se B3>0, f(x) = T lfg/fog$(1+o(1)) (,B+1)3;210g$(1 + 0(1)), e Vintegrale [\"™ f(x)dz converge

— (+1)/2>1 <= pB>1,

(b) se p=0, f(zx) = m(l +0(1)), e l'integrale f1+°° f(x) dx non converge.

Ne segue che l'integrale fl * f(z)dx converge <= B > 1. Allora, 'integrale proposto converge
— [g>1.

(16) Sia f(z) = Z1=CSDe® per g — 0*, si ha

arctg(z?)
5 a° (140(1
(a) se >0, f(z) = Qxﬁ(i%(i)))) = 2xﬁ_3(11+0(1)), e l'integrale fo x)dz converge <= [ —3 <
1l = [ <4,

4

1
(b) se p=0, f(z) = M I'integrale fo x) dx converge,

1.3
(c) se B<0, f(x)= %, e l'integrale fo x) dx converge per ogni [ < 0.
Ne segue che 'integrale fo x) dx converge <= [ < 4. Per x — +o0,siha0 < f(z) < arcmteg(:;ﬂ) =:
g(x) e

—xT

(d) se >0, g(x) = m = o(m%), e l'integrale f1+oo f(x) dx converge per ogni 3 > 0,

(e) se =0, g(x) = xe% = 0(%), e 'integrale ffLoo f(z)dx converge,

—x

(f) se <0, g(x) = % = 0(%), e l'integrale ffLoo f(x)dx converge per ogni 5 < 0.
Ne segue che l'integrale f1+oo f(x)dx converge per ogni 5 € R. Allora, I'integrale proposto converge
— [ <4

, in(af B4 o(zB .
(17) Sia f(x) := %. Per z — 0", e >0, f(z) = 1+x+0%2;r_$1_:'f(;26)+0($25, per cui si ha:

(a) se B>1, f(x)= 25(11:00((1)))) =2(1+0(1)), e l'integrale fo x) dx converge per ogni > 1,

(b) se p=1, f(z) = 3;'3(11:(;)((11)))) 3(1+o(1)), e 'integrale fo x) dx converge ,

(c) se 3 < B <1, flz) = xj((lf:((ll)))) = xll_ﬁ(l + 0(1)), e lintegrale fo x)dr converge <=
1-8<1 <<= >0,

21/2 ° ,
(d) se B=3, f(z)= ﬁ =2 xll/Q (14 0(1)), e l'integrale fo x) dx converge,

ZBﬂ o
(e) se0< B <1 flz)= % = x%(l—i—o( )), e 'integrale fo x) dx converge <— [ < 1,

12



(f) se B=0, f(z) = Zztsinl — _sinl_(q 4 5(1)), e I'integrale fo x) dx converge.

eT—cos 1 e—cos 1
Ne segue che l'integrale fo x) dx converge per ogni 5 > 0. Per x — +o0, f(z) = %, per
cui I'integrale f1 f(x)dx converge per ogni 5 > 0. Allora, 'integrale proposto converge per ogni
B> 0.

0

Svolgimento esercizio 8

N L o
(1) Sia f(z) := P —2) Per z — 07, siha f(x) = —W(l—i—o(l)) per cui fo x) dx converge

1 <1 < p<3/2

d a 2zd 2
Posto § = 1, determiniamo una primitiva / ﬁ @ / % ® g /

— (-

z—/2

1 2 —
n \/5> dz = g log ‘%‘ + ‘\/_ ‘ + C, dove si & usata in (a) la sostituzione
z z
2 V2 1 1
T =2 = x=2°,dr =2zdz, ein (b) la decomposi ione—:— - . Allo-
fl (b) posiz 73 2(2_\/5 Z+\[)
d 2 Ve _
1pa/ R [ilog‘M} — lim (@1 ‘ \/E \/_D —
o (@—2)vr  a—o+l 2 2la " aso+ 1+\f Slat Ve
V2. V2-1
Vilog YI T
V2+1
. arctg 1\ 7 C 1 8 (1+0(1
(2) Sia flw) := <(m—§)é) c7— Poiché, per 2 = 17, f(z) = (4296(1)2; : = 1)1/31(1+0(1)) -
(%)Bm(l + o(1)), allora 11ntegrale fo x)dx converge <— 20 +1/3 <1 < [ <35
~5(1+0(1))

Poiché, per x — +oo, f(x) = 3 (T o(1)) = $33+4/3(1 + 0(1)), allora l'integrale f4 Oof(gg) dx

(
converge <= 36+4+4/3 >1 — > —%. Ne segue che l'integrale f;roo f(z)dx converge
= Be(-%.3).

b
Posto 8 = 0, determiniamo una primitiva / \/1— = f 3%{?{ © ( — m + 5 y2yy_1H +
NG
Ve —T1+1) —log|l+ Vz —1| + V3 arctg 277371 + C, dove si sono usate in (a) la sostituzione
\3/3: —-1= y2 1:> :c3: y:’ + 1, dv = 3y?dy, e in (b) la decomposizione y;?% = —y% + yff';ﬂ =
y

y+1 + 2 y? y+1 T2 gt

Allora [} mg—m dr = cli]f{l+ [5 log ({/(z — 1)2—¥/x — 1+1) —log [1+/z — 1|+/3 arctg L”‘;}?}fl ]i+

+ ll)I}_l [ log ({/(z—1)2 = Yz —1+1) —log|l + Vz |+\/§aufctg2v 1]
= — lim <l log({’/(c—l)2—\?/c—1—i—1) log |1+ V/c—1 |—i—\/§arctg2\/_ 1)—{—

c—1t
+wli,lfoo< log (/(w ~Vw—-1+1)~ 10g|1+\/r|+\/§arctg2vf 1):

_ o m . \/ w— 1 \/ —1+1 23w—1—1 . 7”/_
= 3+ lim <21 (1+\/7) —{—\/garcth) 2\[4— \/?j‘

13



2 Ba?
7x(§2+—{— %) e’ Per x — +o0, si ha f(x) = € 5 (14 o(1)), per cui

(3) Sia f(z) =
(a) se >0, f(x) — +00, e I'integrale f;roo f(x) dx non converge,
(b) se 8=0, f(z) = (14 0(1)), e integrale f;roo f(z)dx converge,
(c) se <0, f(x)= 0(96—12)7 e 'integrale ffLoo f(z) dx converge per ogni 3 < 0.

Ne segue che l'integrale ffroo f(x)dx converge per ogni 5 < 0.

2 1
Posto 8 = 0, determiniamo una primitiva /de N /(— - )d:c = log|z| —

x(z? 4 2) x  x2+2
1 1 d 1

—log(z® +2) + —/% = log|z| — = log(z?® + 2) +

2 2] (Z)P+1 2

r+2 1 a-—1
x(m2+2)_m 22 +2

x N .
arctg — + C, dove si e usata in

Vai V2

(a) la decomposizione

All /ﬂo 2 e [ log % " x]w I (11 w? "

ora —————dz = lim 0 arc = lim (=1lo arc
1 x(:v2+2) w—+00 &2 19 2+2 \/_ g\/§1 w—+oo \ 2 & 212 2+2 \/_ & 75

1 1

—log 3 — — arct —> 1 3 — arctg —.

B g \/5 g\/§ 2\/— 0og \/5 g\/i

(4) Sia f(z) := log(1 + 2) <? + W) Per z — 0T, si ha:

(a) se B >0, f(xr) =2 (1+ 0(1))33—12(1 +o(1)) = 332%5(1 +0(1)), e 'integrale fo x) dx converge
— 2-f0<1 << B>1,

(b) se =0, f(x) = 101%2(1 +0(1)), e l'integrale fo x) dr non converge,

(c) se <0, f(z) = plogz(1l+ 0(1))?12(1 + 0(1)), e l'integrale fo x) dz non converge per ogni
B8 <0.

Ne segue che 'integrale fo x)dx converge <= [ > 1. Per x — 400, si ha:

(d) se >0, f(x) = Blogaz(1+ o(1))%(1 + o(1)), e Vintegrale f1+oo f(z)dx converge per ogni
B >0,

(e) se 6=0, f(x) =

(f) se 3<0, f(x)= ﬂ:ﬁ(l—ko(l))x—%(l +0(1)) = mQL_B(l—l—o(l)), e l'integrale f1+oo f(x) dx converge
— 2-f0>1 <« B<1.

21922 (1 4+ 0(1)), e l'integrale f1+°° f(x) dx converge,

Ne segue che l'integrale f1+oo f(x)dx converge per ogni 5 € R. Allora, I'integrale proposto converge
— [>1

Posto 8 = 2, determiniamo una primitiva [ log(1 + x?) (96—12 + ﬁ) dx @ _ 2(‘”3) log(1 + 2?%) +

2 2243 2243 2243 ®)  2z43
211 2@t = ~ 2ty log(1+a%)+2 [ x+3x w2y 4T = m(f:+3) IOg(H‘x +2f(_ﬁx—+3+

32 B i 121“) dx = —ﬁiig) log(1+2?) — 2log |z + 3| + & log(x? + 1) + L arctg x + C, dove si

14



z) =log(l+2?%), fl(z)= -2,
sono usate in (a) l'integrazione per parti con {f/( ) 1g( 1 ) S@) 3521“ 1 243
9() ==+ G 9() =5~ 513 = ~s@iay
. 2043 _ _ _ 3 _1 1 30411 _ 3 _1 3 2 11 _1
in (b) la decomposizione ($+3)m( 2+1) =T = s torat 070
Allora [;°log(1 + 2?) (& + ($+3) y) de =

= lim |- f(ﬁig) log(1+ 2?) — 2log |z + 3| + 5 log(a? +1) + & arctgm]2 +
+ lim [-— 2(‘”3) log(1 + 2?) — 2log |z + 3| + £5 log(a? + 1) + & arctgx] =

w—r—400

= lim <C%§j;§) log(1 + ¢?) + %log lc+ 3| — log(c +1)— arctgx) +

c—0t

+ lim <— f(ii?&) log(1 + w?) — log lw+ 3]+ 15 3 Jog(w? +1) + & arctgw> =

w—~400

_3 2w+43 241, 11 3
= log 3 + wgrfoo ( — w{:)%) log(1 + w?) + 1—0 log (:+3)2 = arctgw) = zlog3 + 1077

(5) Sia f(z) := \/7(96” 5 Perz — 07, si ha:

(a) se B> 1, f(z) = _\31/%(1 +0(1)), e l'integrale fo x) dz non converge per ogni 3 > 1,

(b) se B=1, f(z) = B\f (1+o0(1)), e l'integrale fo x) dx non converge,
(c) se B<1, f(x)= 7[ —355 (1 +0(1)), e I'integrale fo x) dz converge per ogni 5 < 1.

Ne segue che l'integrale f01/2 f(x)dx converge <= [ < 1. Perz — 1,siha f(z) = W(l%-

o(1)), e l'integrale f1/2 x) dx converge per ogni 5 € R. Per x — 400, si ha:

(d) se B>1, f(x) = W(l +0(1)), e l'integrale f;oo f(x)dx converge <= [+1/3>1 <
8>3,
e) se =1, f(z) = == (14 0o(1)), e l'integrale +°°f x) dx converge,
8z4/3 3

(f) se B <1, f(x) =

L:(1+ o(1)), e lintegrale f;oo f(z)dx converge per ogni 5 < 1.

Ne segue che 'integrale f;oo f(x)dx converge per ogni € R. Allora, I'integrale proposto converge
— fg<1.

Posto 8 = 0, determiniamo una primitiva | T Bgilyg © f(-43 y% +1 22y2y2+4 +
%m)dy+02 —1logly + 2|+ $log(y® — 2y +4) + 2f@+02 T log ({/(x —1)2

3
29z —1+4) —Llog|2+ /o — 1|+ @ arctg \3/%71 + C, dove si sono usate in ( ) la sostituzione
\?’/m = y = =193 +1, dv = 3y*dy, e in (b) la decomposizione yﬁg = 2 y+2 + 3 yﬂ;;ﬂl =
“sym i
Allora. [ (x+7)1§/mfl dz

= lim [}log ({/(z—1)2—2¢x—1+44) - Jlog|2+ Vo —1|+ 3arctg7vx\/_§—1]g+
a—1-
: 1 V3 -1
+blg{1+ [$log ({/(z—1)2—2¢x—1+44) — 5 log |2+ V/z — 1| + ¥ arctg m\/g ]b+

15



+ lim [3log (/(z— 1)

w—r—400

—2Yr—1+4) — 3 log|2+ V/x |+ 3 arctg

= lim <% log ({/(a — 1)2—2¥/a — 1+4)—3 log |2+ /a — |+\/_ arctg v \/—7
a—1-

- lim, (i log ({/(b—1)2

+ lim <llog(3 (w—1)2—
o

\/Tlfl}w _

V3

g =

1 V3 2
7 log 745> arctg \/§)+

—2Vb—1+4) — 3 log|2+ Vb — 1] + ¥ arctgivx/—?l’_l) +
Vw—1-1

29w —1+44) — 1 log |24+ Jw—1| + i arctg

3 3/
—2log7+ % V3 arctg \/— + 7”/_ + hm <% log ¥ (w-1)*~2Viw—1+4 + ¥ V3 arctg

g

arctg \/— + 7

”\[—i—”\—[:—%log?—i—%arctg%—i—%.

(2+ ¥w—1)?2

16

7

Yo—1-1

A1) = L logT+

0



Analisi Matematica 1
Equazioni differenziali

Esercizio 1. Determinare la soluzione dei seguenti problemi di Cauchy con equazione differenziale
del primo ordine, a variabili separabili

(1) y/ _ y2/3
y(0) =1
/I __
@ {y - 8ty7—|—t
y(1) =g
r__y 1
(3) Yy ="1T7T7%
y(1) = 2,oppure y(1) =1
oyl
@V
y(1) = 1,oppure y(1) = —1
A 2 2
5) 1Y Y
y(0) = —1, oppure y(0) =0
Pt
(6) 7
y(0) =—1
1 2
(7) v = 2Jltgyy
y(1) = —1,oppure y(1) =1
y =
8 2
®) y(—1) = 1,oppure y(1) = -1
_ (=1
0 1Y = @oem
y(0) =1
r_ _ 2
(10) {y 2t\/1 —y
y(0) =0
r _ ylogy
(1) 47 =
y(1) = e, oppure y(1) =1
/I __
(12) y' = (y+1)cost
y(0) = 1, oppure y(0) = —1
/I __ 2
(13) y = (:os7r Y )
y(0) = §,oppure y(0) = 5, oppure y(0) = 7
_ 1
(1) {¥ = 7t
y(—%) = —1,oppure y(—F) =1



ﬂsinﬁ

2
) = 1,0ppure y(%) = 0

y/
15
" {y(

%

a7 {y A
y(0) =1

Esercizio 2. Determinare la soluzione dei seguenti problemi di Cauchy con equazione differenziale
lineare del primo ordine

Y =y+t
(1) {y(l):e—Q
P — Uy 2t
(2) {y t
y(1) = ~1
r_ 1t 4
Q {y N
y(2) = -2
v =-3y+
@ {y(1)=3 "
®) {y(; vt
Yy =-3
y =3+
B {y(1)=3
y/: tt1y+t2
® {y(l)zo
(8) {;/(2_) ik + Y
y =
y =
9 t
) {y(l) =3
(10) {yl(l_) _%Jrﬂ
y =
(1) {y( N
y(e) =
(12) {y/Z(y—l-coth)sint
y(3) =1



Yy = tgt + sint
13 { o

14 Y —tgt—i—smt
(14 {y(g)—l

Esercizio 3. Determinare la soluzione dei seguenti problemi di Cauchy con equazione differenziale
lineare a coefficienti costanti

(1) " =5y +4y =0, y(0) = 1, y'(0) = —1,
(2) ¥ +4y =0, y(0) =0, y'(0) = 2,

(3) ¥ +2y' =0, y(0) =1,4(0) =0,
(4)

4) y" =y —6y = —e" 46, y(0) =0, y'(0) = é

(5) o + 3y — dy = 4+ 17sint, y(0) —%, ¥/ (0) = %

(6) y¥" +y=sin2t, y(0)=1,y'(0)=0

(7) ¥ +2 + 5y =e", y(0) =1,4'(0) =0,

8) ¥ +2y +y=¢", y(0)=1,y(0)=0

9) ¥" +3y +2y=e"", y(0) —%, y'(0) = %

(10) ¥" —y' =t, y(0) =1, y'(0) =

(1) 3"~ 2y = 411, y(0) =0, 4/(0) = .

(12) " =+, y(0) =1, y/(0) =1,

(13) y" +y =sint, y(0) =1, y'(0) =

(14) ' + 2 +y=te™, y(0) = —; o - -

(15) y" +2y + 5y = e tcos2t, y(0) =1, 3/ (0) =0,

(16) y" —y' =0, y(0) =0,4'(0) =1, y"(0) = 1,

(17) ¥ =3y" +3y' —y =0, y(0) =1, y'(0) = 0, y"(0) =

(18) y" +y" =2y =5¢', y(0) =1, y'(0) =1, ¥"(0) = 0,

(19) y™ —4y" =38, y(0) =2, y/(0) = 1, y"(0) =5, y”’( ) =2,
(20) yW +2y" +y =1, y(0) =1,4/(0) =1, y"(0) =1, y/"(0) =



Analisi Matematica I
Equazioni differenziali (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1
(1) Siha [y~3dy = [ dt <= 3yy =t+c. Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 3, per cui
y(t) = (1+ i)?’ teR.

(2) Siha 8+1 = [tdt — %10g|8y—|—1|:%tQ—l—c<:>>8y+1:c’e4t2 = y=C"eM - 1.
Dalla condizione iniziale otteniamo % = ¢ — 3 <= ¢’ =1, per cui y(t) = et — L teR.

(3) Sihaf%z—f%(z}log\y—l\ —10g\t\+c<:>y—1—%<:>y ¢ +1. Dalla
prima condizione iniziale otteniamo 2 = ¢ +1 <= ¢ = 1, per cui y(t) = % + 1, ¢ > 0. Dalla

seconda condizione iniziale otteniamo y(t) = 1, ¢t > 0.

(4) Sihaf%:f% = logly+1=2Vi+c = y+1=7e2Vt = y=(e?Vi—1. Dalla

prima condizione iniziale otteniamo 1 = ce? -1 < ¢ = e%, per cui y(t) = 2e2(Vi-1) _ 1,¢>0.
Dalla seconda condizione iniziale otteniamo y(t) = —1, ¢ > 0.

(5) Siha [ Cyl—g = [2tdt <~ —é =t?+ec <:> y = -~ Dalla prima condizione iniziale otteniamo

—1=1 «— ¢ =-1, per cui y(t) =
y(t) =0,teR.
(6) Siha [ydy = [tdt < 3y*> =3t2+c < y = £Vt2+. Dalla condizione iniziale

otteniamo —1 = —/¢ <= ¢ =1, per cui y(t) = -2+ 1, t € R.

(7) Sihaf;é’fzi = % < log(y?+1) = —%—l—c = PHl=C et = y==+\/ce ¢ — 1. Dalla

—7 +1, t € R. Dalla seconda condizione iniziale otteniamo

-

prima condizione iniziale otteniamo —1 = —v/cde™! — 1 <= ¢ = 2e, per cui y(t) = — 217 — 1,
t> m. Dalla seconda condizione iniziale otteniamo y(t) = 21t — 1,t> @.
(8) Si ha f 2+1 = th <~ arctgy = —7 —|— ¢ <= y=tg(c— —) Dalla prima COHdlZlOIle iniziale

otteniamo 1 = tg(c+1) <= c= 7 — 17 per cui y(t) = tg(Z —1—1),t < — 1 . Dalla seconda

condizione iniziale otteniamo —1 =tg(c—1) <= c=1— 7, per cui y(t) = tg(1— % —1),t> @.

t—1)dt
(9) Si ha f f(t( D = : tgfl — [ = logly| = 3 log(t* + 1) —log |t + 1| + ¢ =
y==c VttJr‘lF Dalla condizione iniziale otteniamo —1 = ¢/, per cui y(t) = Vttﬂl' st > —1.
(10) Si ha [ \/fy—2 = [2tdt < arcsiny =t>+c <= y =sin(t? + ¢). Dalla condizione iniziale
—y

otteniamo 0 = ¢, per cui y(t) = sin(t?), [t| < /3.

(11) Si ha fylogy = [% «— log|logy| =log|t| + ¢ <= logy = 't < y = ¢“*. Dalla prima
condizione iniziale otteniamo ¢ = loge = 1, per cui y(t) = €', t > 0. Dalla seconda condizione
iniziale otteniamo y(t) =1, t > 0.

(12) Si ha fyd% = fcostdt < logly+1| =sint+c < y= et —1. Dalla prima condizione

iniziale otteniamo 1 = ¢ — 1 <= ¢ = 2, per cui y(t) = 2¢5"! — 1, t € R. Dalla seconda condizione
iniziale otteniamo y(t) = —1, t € R.



(13) Si ha fCOSQ
per cui y(t) = arctg(t + 1), t € R. Dalla seconda condizione iniziale otteniamo y(t) = §, t € R.
Dalla terza condizione iniziale otteniamo ¢ = tgm = 0, per cui y(t) = m + arctgt, t € R [in quanto
la funzione inversa di tg |z sx) & 7 + arctg].

= [dt < tgy =t + c. Dalla prima condizione iniziale otteniamo ¢ = tg g =1,

5 2
(14) Siha [ydy = [ gﬁf dt <— %yQ = log|sint| 4+ ¢. Dalla prima condizione iniziale otteniamo
c= % +log 2, per cui y(t) = —\/log 4sin’t) +1,t € (—7T—i—arcsin #, — arcsin 2%/5) Dalla seconda
condizione iniziale otteniamo y(t \/ log(4sin®t) +1,t € ( — 7 + arcsin 3 \/—, — arcsin 2%/5)

(15) Si ha f dy f Sm\/_ dt <= 2,/y = —2cos/t + c. Dalla prima condizione iniziale otteniamo

¢ =1, per cui y(t) = (1 —cosVt)%, t > 0. Dalla seconda condizione iniziale otteniamo y(t) = 0,
t>0.

(16) Si ha f dy = [Vidt < 2/y = %t3/2 +c &= y= (%153/2 + 5)2 Dalla condizione iniziale
otteniamo 2 = ¢, per cui y(t) = (%t3/2 + 1)2, t>0.

(17) Siha [ 6213//3 = [V1-8?dt — 3y1/3@fCOSQZdz:%f(l—i-cosZz)dz: Sz + sinzcosz +

¢ = garcsint + $tV1 -2 + ¢ < y = (farcsint + $tvV1—12 + §)3 [dove in (a) si & usata
la sostituzione ¢ = sin z]. Dalla condizione iniziale otteniamo 3 = ¢, per cui y(t) = (% arcsint +
WT—2+1)° te[-1,1].

O

Svolgimento esercizio 2

(1) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cio¢ [ d—yy = [dt =
logly| =t +¢ <= yom(t) = ce'.
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)e’, per cui y,(t) = ¢ (t)e' + c(t)e', e quindi

dt)e + c(t)e! = c(t)e +t = d(t) =te? = c(t) = [tetdt = —(t + 1)e”!. Quindi

yp(t) = —(t + 1), per cui ygen(t) = ce! —t — 1.
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 1, per cui ycauchy(t) = et —t—1,teR.

(2) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe f dy — f a4t
logly| = log [t| +¢ <= yom(l) = ct.
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)t, per cui y,(t) = ¢'(t)t + c(t), e quindi ¢/ (¢)t +
c(t) =ct) +t?et <= d(t) =te! = c(t) = [te!dt = (t — 1)e’. Quindi y,(t) = t(t — 1)e’, per cui
Ygen(t) = ct +t(t — 1)e!
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = —1, per cui Ycquchy(t) = t(t — 1)e* — ¢, ¢ > 0.

4
(3) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, ciog [ d—yy = M —
logly| =log|t| — 1 t1 + T <= you(t) = cte~t'/4,
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)te="/4, per cui y,(t) = ¢ (t)te " 4 e(t) (1 —
e /4 e quindi ¢ (E)te /4 4 c(t)(1 — tHe /A = c(t)(1 — the A+ 1t = (1) = P!t =
c(t) = ft3et4/4 dt = e'/*. Quindi yp(t) = t, per cui ygen(t) = cte /4 4t
- L . . 4
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = —2e, per cui ycauchy(t) =t — el /4 1> 0.



(4) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ dy—y =-2/ %

log ly| = —2log [t| + ¢ <= Yom(t) = 5.
c(t)

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = cg), per cui y,(t) = C;@ - Zi—gf), e quindi =5 —
2(;—9 = _2(;_&15)_’_#%1 = d(t) = ti_Ql = c(t) = t+1dt = 3t —t+log|t + 1. Quindi
Yp(t) = 3 — 1+ 75 log [t + 1], per cui ygen(t) = 5+ 5 — 1 + 75 log |t + 1|

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 3, per cui yCauchy(t) =1i-14+ L+ logt+1),t>0.
(5) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ % ==-2/ ti_tl —
log |yl = —2log|t + 1|+ ¢ <= yom(t) = W

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = %, per cui y;,(t) = (;IL(S (fi(f))g, e quindi
(f_/,_(gz - (?j_(f))g = —(?i(f))g + % — d(t) = ti_—Ql = ct)=[ @dt = %tQ + 2t + log |t|. Quindi
yp(t) = 7t2§ét:11§2g t2, per cui Ygen(t) = —20+4225(J;f;)r210g £

. . . . . . — 2 2
Dalla condizione iniziale otteniamo 2c = —1, per cui ycquehy(t) = %ﬂ'ﬁogt, t > 0.

(6) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ dy—y =2/ % —
log |yl = 2log [t| + ¢ <= yom(t) = ct®.
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)t?, per cui y,(t) = ¢ (t)t* + 2tc(t), e quindi
d(OE + 2c(t) = 2c(t) + B = () = B = ct) = [Hdt = -1 — 5. Quindi
yp(t) = —t — 1, per cui ygen(t) = ct> —t — 3.
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = %, per cui Ycauchy(t) = %tQ —t— %, t> 0.

(7) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ d—yy =2 (F—Pdt —=
logly| =t —log|t| + ¢ <= yom(t) = ¢ €.
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = %t) ¢!, per cui y,(t) = ( ) et 4 c(t) tgl e e qu1nd1
A et 4 e(t) L et = c(t) L el +1? = (1) =P = o(t) = [e -, dt = —(t3+3t2+6t+6)
Qulndl yp(t ) —t2 =3t —6— &, per cui ygen(t) = St —t2 -3t —6— S,

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = E’ per cui Ycoauchy(t) = E et -2 -3t —6— Q t > 0.
y

(8) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe f dy — = ; t2 +1) =

log ly| = log |t| — log(t2 +1)+¢ <= yom(t) =

ct

24+1°
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = \Z(QL per cui yp(t) = jtgtfl + (tQi(f;B 73, € quindi
c/ ()t c(t) _ c(t) ViE2+1 _ 241 _ 1 _ 1 21
Vil T @ T @ T )= = ct) = [(1+g)dt=t—7="
. . 2_1 . 2_1
Quindi y,(t) = \;m, per cui Ygen(t) = tTift 2
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = —%, per cui Ycquchy(t) = %, t> 0.

(9) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ C;—y = Vi
log |yl = 2VE+€ <= yom(t) = ce?VL.

Determiniamo una soluzione particolare yp(t) = ¢(t)e2V?, per cui y,(t) = c(t)e 2V et ) \/ )
quindi x/(¢)e2V? + c(t )ef}f = c(t) 62\/ ‘() = Vie VT — ¢(t) = f\/ie*Q‘f dt =
—(t +Vt+ ) -2Vt Quindi y,(t) = (t + f t+ = ) per cui Ygen(t) = ce2Vt (t +Vt+ )

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 6—2, per cul Yoquchy(t) = 3e 2(Vi-1) ( +/t+ ) t> 0.




(10) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cio¢ [ % = —% i % =
logly| = —3 log|t| + ¢ <= yom(t) = WG [usando la condizione iniziale].
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = %, per cui y,(t) = C}? — 2‘;(325/)2, e quindi Ci/? -

t oo .

2ig/)2 = t3/2 +VEt = dit)=t = c(t) = [tdt = 12 Quindi y,(t) = 132, per cui
Ygen(t) = \/Z +1 L43/2
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = —%, per cui Yoquchy(t ) = tz\kl, t > 0.

(11) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe f dy f “O o

log |y| = log|logt| +¢ <= yYom(t) = clogt.

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t) logt per cui y,(t) = (t)logt + (t), e quindi
d(t)logt + %t) = @ +1 = ) = @ = (¢ ftlogt log |logt|. Quindi y,(t) =
logt log |logt|, per cui ygen(t) = (c + log |logt|) log t.

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 1, per cui ycauchy(t) = (1 +loglogt)logt, t > 1.

(12) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cio¢ [ d—yy = [sintdt <
log |y| = —cost + ¢ <= yom(t) = ce™ 5.
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)e™ “**, per cui y,(t) = ¢ (t)e™ “*+c(t) sinte™ °***,
e quindi ¢/ (t)e™ 5t + ¢(t) sinte™ St = c(t) sinte™ ! +sintcos?t <= /() = sint cos? tec®! —>
c(t) = [sintcos®testdt = —(cos®t — 2cost + 2)e*!. Quindi y,(t) = —(cos®t — 2cost + 2), per
Ui Ygen(t) = ce™ St — (cos?t — 2cost + 2).
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 3, per cul Ycquchy(t) = 3¢~ 5t — (cos?t—2cost+2),t€R.

(13) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe f = [tgtdt —
log [y| = —log|cost| +¢ <= yom(t) = 53
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = %, per cui y;,(t) = CO(Si + c(t) nggft, e quindi
i;(sti + c(t) ngyt = c(t) ngnft +sint <= J(t) =sintcost = c(t) = [sintcostdt = § sin’t.
Quindi y,(t) = 3 Sclgstt’ per cui Ygen(t) = 557 + 3 Sclgst
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 2, per cui yYcauchy(t) = 4;5:)2 tt, te(=3,5)
(14) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe d—yy [ctgtdt —
log ly| = log|sint| + ¢ <= yom(t) = csint.
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)sint, per cui y,(t) = ¢/(t)sint + c(t) cost, e
quindi ¢ (t)sint + c(t) cost = c(t) cost +sint <= d(t) =1 = ¢(t) =t. Quindi y,(t) = tsint,

per cui Ygen(t) = (c +t)sint.
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ =2 — Z, per cui Ycquehy(t) = (2 — 5 +t) sint, t € (0, 7).
U
Svolgimento esercizio 3
(1) L’equazione caratteristica A> — 5\ +4 = 0 ha radici A = 1, A = 4. Quindi, ygen(t) = are’ + age®.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1= ygen(o) = a1+ ag
—-1= y;en(O) =ael + 4a264t{t:0 = aj + 4ag,

che ha soluzione a; = %, ag = —%. Allora Ycoquchy(t) = %et — % e teR.



(2) L’equazione caratteristica A> +4 = 0 ha radici A = £2i. Quindi, yzen(t) = a1 cos 2t + a sin 2t.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

{0 = ygen(o) = al

a
2 =1y ..(0) = 2as cos 2”1&:0 = 2as,

che ha soluzione a; = 0, ao = 1. Allora ycwchy(t) =sin2t, t € R.

(3) L’equazione caratteristica A2 + 2\ = 0 ha radici A = 0, A\ = —2. Quindi, Ygen(t) = a1 + ase %t
Dalle condizioni iniziali otteniamo

che ha soluzione a; =1, ag = 0. Allora ycaucny(t) =1, t € R.

(4) Risolviamo dapprima l’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A> — A — 6 = 0
ha radici A = —2, A = 3. Quindi, Yo, (t) = are™ 2 + age?.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = aett +b.
Allora y,(t) = dae*t, Yy, (t) = 16ae*, per cui 16ae* — 4ae* — 6ae* —6b = —e* + 6, e quindi a = —%,
b= —1. Quindi ygen(t) = are 2 + age® — L et — 1.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

{Ozygen(o):a1+a2_%_1

1_ _ —2t 3t _ 2 4t _ 2
3 = Ygen(0) = —2a1e7%" + 3age™ — 5|, _ = —2a1 +3a2 — 3
2

cio¢ a; = %, az = 5. Allora ycquchy(t) = %e_Zt + % e3t — %e“ —1,teR.

(5) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A% +3\ —4 = 0
ha radici A = —4, A = 1. Quindi, yom(t) = aje™* + aqel.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = acost +

bsint + c¢. Allora y;,(t) = —asint 4+ bcost, yg(t) = —acost — bsint, per cui —acost — bsint +
3(—asint + bcost) —4(acost + bsint + ¢) = 4 + 17sint, e quindi a = —2, b= -3, ¢ = —1. Quindi
Ygen(t) = are ¥ + aget — % cost — g sint — 1.

Dalle condizioni iniziali otteniamo

_% = ygen(o) =a1+ag — %
1= Ygen(0) = —4are ¥ + azel + 3 sint — 2 cost o = —4a1 +az — 2

cio¢ a; = —%, ag = % Allora ycauehy(t) = —% e 4 4 % el — % cost — % sint —1,t € R.

(6) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A\*> +1 = 0 ha
radici A = 4. Quindi, Yo (t) = a1 cost + agsint.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = acos2t +
bsin2t. Allora y,(t) = —2asin2t + 2bcos 2t, y,(t) = —4acos2t — 4bsin 2t, per cui —4acos2t —
4bsin 2t + acos 2t + bsin 2t = sin2t, e quindi a = 0, b = —%. Quindi ygen(t) = aj cost + agsint —
% sin 2¢.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

{1 = ygen(o) =ai

0=, (0) = —aysint + azcost — 3 cos 2t o = 02 — 2

ciot a1 =1, ag = % Allora ycauchy(t) = cost + % sint — % sin 2t, t € R.



(7) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A% +2\+5 = 0
ha radici A = —1 £ 2i. Quindi, Yo (t) = are™! cos 2t + age ™ sin 2t.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = t. Allora
y,(t) = —ae™, y)(t) = ae”, per cui ae™" — 2ae™" + Sae™t = ¢!, e quindi a = =1 b = 0. Quindi
Ygen(t) = are™ " cos 2t + age 'sin 2t + % et
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1= ygen(o) =aj + %
0= Ypen(0) = —(2a1 + ag)e " sin 2t + (2a2 — ag)e " cos 2t — set o = 2a2 — a1 — 3

ciot a; = %, as = % Allora ycauehy(t) = % e tcos2t + % e tsin 2t + i et t eR.

(8) Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A +2\+1 = 0
ha radice A = —1 (doppia). Quindi, yom(t) = are™ + aste™.
Cerchlamo una SoluZ10ne partlcolare dell’equazmne non omogenea, della forma y,(t) = ae'. Allora
yp(t) = ae', yy(t) = ae’, per cui ae' + 2ae’ + ae’ = €', e quindi a = 1. Quindi ygen(t ) = ale*’t +
aste™t + % et.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1= ygen(o) =a1+ %
0= y;en(o) = _aleit - a2(t — 1)€7t + % et =0 = —a1 +as + %

ciot a; = %, as = % Allora ycquehy(t) = %e*t + %te*t + i et, t € R.

(9) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A% +3\+2 = 0
ha radici A = —2, A = —1. Quindi, Yo, (t) = are™? + agze".
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = ate™t. Allora
yp(t) = —a(t —1)e™", y)(t) = a(t —2)e™", per cui a(t —2)e™" — 3a(t —1)e~" 4 2ate™" = e, e quindi
a=1. Quindi ygen(t) = are™% + age™t +te~".
Dalle condizioni iniziali otteniamo

% = y;en(()) = —2a1e % —age™t — (t —1)e —2a1 —ax+1

Je o =

ciot a1 =1, ag = —%. Allora ycquchy (t) = e 2t — %e_t +te l, teR.

(10) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A> — A = 0 ha
radici A = 0, A = 1. Quindi, yom(t) = a1 + aze’.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = t(at + b) =
at® + bt. Allora y,(t) = 2at + b, y,(t) = 2a, per cui 2a — 2at —b = t, e quindi a = —%, b=
Quindi Ygen (t) = a1 + age’ — 3% —¢.
Dalle condizioni iniziali ottenlamo

cioe a1 = —1, ag = 2. Allora Ycauehy(t) = —1+ 2el — %tQ —t, teR.



(11) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A2 — 2\ = 0
ha radici A = 0, A = 2. Quindi, yom (t) = a1 + aze?.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = ate® +t(bt +
¢). Allora y),(t) = a(2t+1)e* +2bt+c, y) (t) = da(t+1)e* +2b, per cui da(t+1)e* +2b—2(a(2t+1)e +
2bt—|—c) =e?4+t—1, equindia= %, b= —%, c= %. Quindi Ygen () = a1 + aze + % te?t — % 2 + % t.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

T = Upen(0) = 2a9€* + (2t + 1)e* — 4 §|,_, = 202 + 5

ciot a1 = %, as = —%. Allora ycquehy(t) = % — 12ty %te% — it2 + it, teR.

(12) Risolviamo dapprima l’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A2 = 0 ha
radici A = 0 (doppia). Quindi, Yo, (t) = a1 + ast.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = t2(at® + bt +
¢) = at*4+-bt’+-ct®. Allora y) (t) = 4at>+3bt*+2ct, )/ (t) = 12at*+6t+2c, per cui 12at>+6t+2¢ = t2,
e quindi a = %, b=c=0. Quindi ygen(t) = a1 + ast + % t2.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

cioe a1 = ap = 1. Allora Ycaueny(t) =1+t + 1—12 t2, t e R.

(13) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A\ +1 = 0 ha
radici A = 4. Quindi, Yo (t) = a1 cost + agsint.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = t(acost +
bsint). Allora y,(t) = (a + bt)cost + (b — at)sint, y,(t) = (2b — at)cost — (2a + bt)sint, per
cui (2b — at)cost — (2a + bt)sint + atcost + btsint = sint, e quindi a = —3, b = 0. Quindi
Ygen(t) = a1 cost + agsint — %tcost.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1= ygen(o) = a1
0=/ (0) = —asi 1 s a1
= Ygen(0) = —arsint + agcost — 5 (cost — tsin t)‘t:O =ay — 3

cioe a1 =1, as = % Allora yCauchy(t) = cost + % sint — %tcos t,t € R.

(14) Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A2 +2\+1 = 0
ha radice A = —1 (doppia). Quindi, yom(t) = are™ + aste™.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = t?(at+b)e~".
Allora yy,(t) = (— at® 4+ (3a — b)t* + 2bt)e™", yi(t) = (at® + (b — 6a)t* + 2(3a — 2b)t + 2b)e™", per
cui (at® + (b — 6a)t? +2(3a — 2b)t + 2b)e " + 2( — at® + (3a — b)t* + 2bt)e ™" + (at® + bt?)e ! =te™,
e quindi a = %, b= 0. Quindi ygen(t) = are™" + agte ™ + %t‘?e*t.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

= Yren(0) = —aze " —ap(t — 1)t — £ (¢3 — 3t2)e_t‘t:0 = —a1 + a

ciot a; = —%, az = —1. Allora ycauchy(t) = —% et —te t 4 %tge_t, teR.



(15) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A2 +2\+5 = 0
ha radici A = —1 #+ 2i. Quindi, Yo, (t) = are™! cos 2t + age ! sin 2t.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea della forma y, () = t(ae™" cos 2t+
be'sin2t). Allora y,(t) = (a—at+ 2bt) “tcos 2+ (b—2at —bt)e " sin2t, y (t) = (—2a+4b— 3at —
4bt)e" cos 2t + (—4a— 2b+4at — 3bt)e " sin 2¢, per cui (—2a+4b— 3at — 4bt) ~tcos 2t + (—4a—2b+
dat — 3bt)e " sin 2t + 2(a — at + 2bt)e "t cos 2t +2(b — 2at — bt)e "' sin 2t + 5ate "t cos 2t + 5bte ! sin 2t =
e tcos2t, e quindia=0, b= %. Quindi ygen (t) = are "t cos 2t + ase tsin 2t 4+ % e~ tsin 2t.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

{1 = ygen(o) =a

0= 9en(0) = —(2a1 + ag)e " sin 2t 4 (2a9 — ay)e " cos 2t + 2 e7t(—sin2t + 2 cos 2t){t:O =2as —ay + 3

ciot a1 =1, ag = %. Allora Yoauchy(t) = € cos 2t + %e‘t sin 2¢ + % e~ tsin2t, t € R.

(16) L’equazione caratteristica > ~X = 0 haradici A = 0, A = £1. Quindi, Ygen(t) = a1+ase’+aze™.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

0= ygen(o) =a1; +a2+as
1 = 4pen(0) = age’ — age_t|t:0 = as — ag
1= ygen(O) = azel + a367t|t:0 = az + ag,

che ha soluzione a; = —1, as = 1, ag = 0. Allora yCauchy(t) =e—1,teR.

(17) L’equazione caratteristica A3 — 3A\? + 3\ — 1 = 0 ha radice tripla A = 1. Quindi, yzen(t) =
(a1 + ast + ast?)e’
Dalle condizioni iniziali otteniamo

0= ygen(o) (a2 + 2ast 4+ a1 + ast + a3t2 t|t 0= a1 + as
2 = Ygen(0) = (2a3 + as + 2a3t + az + 2at + a1 + ast + azt®)e’|,_y = a1 + a2 + 2a

cioe a1 = az =1, ag = —1. Allora ycauchy(t) = (1 —t + t2)el, t € R.

(18) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A3 +\2—2 = 0
ha radici A = 1, A = —1 4 i. Quindi, yom(t) = are’ + ase 'sint + aze ! cost.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = ate’. Allora
y(t) = a(t+1)e', yy (t) = a(t +2)et, vy (t) = a(t + 3)e’, per cui a(t + 3)e’ +a(t +2)e’ — 2ate’ = 5e’,
e quindi a = 1. Quindi ygen(t) = (a1 + t)e! + aze™'sint + age™" cost.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1= ygen(o) =a1 + a3

1 =90, (0) = (a1 + 1+ t)e’ + ((az — a3) cost + (—ap — az)sin t)e_t|t:0 =ar+1+ax—a3
0=yn(0) = (a1 + 2+ t)e' + ((—az + a3 — az — az) cost + (ag + ag — ag + ag) sint)e™"| _ = a1 +2 — 2ay

ciot a1 =0, ag = ag = 1. Allora yoauchy(t) = e *(sint + cost), t € R.

(19) Risolviamo dapprima l’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A\* — 4\ = 0
ha radici A = 0 (doppia), A = +£2. Quindi, Yo (t) = a1 + ast + aze® + age™?,



Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = at®. Allora

yp(t) = 2at, y, () = 2a, y,'(t) = yW(t) = 0, per cui —8a = 8, e quindi a = —1. Quindi yyen(t) =
ay + ast + aze?t + age?t — 2.

Dalle condizioni iniziali otteniamo

)=ua

)=as+ 2a362t — 2a4e” 2t — 2t|t=0 = a9 + 2a3 — 2a4
0) = daze® + dage™ — 2| _ = daz + day — 2

) =8

0) = 8age® — 8a4e*2t‘t:0 = 8ag — 8ay

cio¢ a1 = i, as = %, az=1, a4 = %. Allora ycquehy(t) = i — %t — 24?4 %e*%, teR.
(20) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A*4+-2\241 = 0
ha radici doppie A =i e A = —i. Quindi, Yo, (t) = (a1 + agt)sint + (ag + a4t) cost.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = a. Allora
y,(t) =y, (t) =y, (t) = yW(t) = 0, per cuia = 1. Quindi ygen(t) = (a1-+ast)sin t+(az+ast) cos t+1.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1 =ygen(0) = az + 1

1= y;en(O) = agsint + (a1 + ast) cost + ay cost — (az + agt) sin t|t:0 =a;+ay4

1= yge,(0) = agcost —agsint + (ag — az — ast) cost — (a1 + ag + ast) sint‘tzo = 2a9 — as

1= ygen(O) = —agcost —agsint — (2a2 — ag + aqt) sint — (a1 + 2a4 + ast) cos t‘t:o = —a1 — 3ay

ciot¢ a1 = 2, ag = %, az =0, ag = —1. Allora ycaueny(t) = (2 + %t) sint —tcost+1,teR.
]



